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V magistrskem delu obravnavajte postopke za konstrukcijo gibanj togih teles. Opi-
²ite ve£ razli£nih pristopov, podrobneje pa se osredoto£ite na uporabo dualnih kva-
ternionov, kjer je gibanje togega telesa dolo£eno s krivuljo na podmnogoterosti ime-
novani Studyjeva kvadrika. Razi²£ite oziroma izpeljite razli£ne na£ine za projekcijo
krivulj iz prostora dualnih kvaternionov na Studyjevo kvadriko. Take projekcije
so zelo uporabne, saj nam omogo£ajo konstrukcijo interpolacijskih gibanj togih te-
les z uporabo standardnih interpolacijskih tehnik v evklidskih prostorih. Izpeljane
rezultate ponazorite z zgledi.
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Konstrukcija gibanja togih teles v prostoru dualnih kvaternionov
Povzetek
V magistrskem delu obravnavamo konstrukcijo gibanj togih teles v prostoru dualnih
kvaternionov. Predstavljene so nekatere klasi£ne interpolacijske sheme na gladki
mnogoterosti SE(3). Pri tem si pomagamo s sredstvi iz diferencialne geometrije in
teorije Liejevih grup. Lo£eno obravnavamo konstrukcijo rotacijskega in translacij-
skega dela gibanja, kjer ve£ji poudarek namenimo ravno izpeljavi interpolacijskih
shem za rotacijski del. Translacijski del je obravnavan le beºno, saj za njegovo
konstrukcijo zado²£ajo ºe klasi£ni interpolacijski postopki v R3. S pomo£jo teo-
rije Cliﬀordovih algeber konstruiramo algebro dualnih kvaternionov in na naraven
na£in izpeljemo zvezo med evklidsko grupo SE(3) in podmnogoterostjo imenovano
Studyjeva kvadrika, kjer so ti elementi tudi reprezentirani. S pomo£jo projekcij
iz prostora R8 na Studyjevo kvadriko vpeljemo razli£ne eksplicitne interpolacijske
postopke, kjer lahko ob primerno izbranih za£etnih to£kah doseºemo interpolacijo
pozicij in orientacij togega telesa, kakor tudi kotnih hitrosti in translacijskih hitrosti.
Construction of rigid body motion in dual quaternion space
Abstract
In the master thesis we consider the construction of rigid body motion in dual qua-
ternion space. We show some classical examples of interpolation procedures on the
smooth manifold SE(3), where we use several known methods from diﬀerential geo-
metry and the theory of Lie groups. In the procedure we often split the construction
of the motion in the rotational and translational part, where we put more eﬀort into
the construction of the rotational part since translational movement of the rigid
body is almost trivial using standard interpolation procedures in R3. From the the-
ory of Cliﬀord algebra we construct the space of dual quaternions. We search for a
submanifold of DH which is isomorphic to the Euclidean group SE(3), where rigid
body movement transformations are represented. Using special projections from
the Euclidean space R8 onto the Study quadric, which is a special submanifold of
Dual quaternions representing body transformations, we develop several interpola-
tions schemes which enables us to interpolate rotations, translations and rigid body
twists. Twists are objects representing the angular velocity and the velocity of the
moving frame.
Math. Subj. Class. (2010): 65D05, 11R52
Klju£ne besede: Togo telo, Studyjeva kvadrika, zlepki, kvaternioni, dualni kva-
ternioni




V magistrskem delu se bomo ukvarjali predvsem s konstrukcijo gibanja togih teles.
Intuitivno si togo telo predstavljamo kot razseºno telo z maso in volumnom. Za
opis gibanja takega telesa v prostoru R3 ni dovolj poznati njegov poloºaj v prostoru,
ampak potrebujemo tudi informacijo o njegovi orientaciji v globalnem prostoru. Gi-
banje si lahko enostavno predstavljamo kot premikanje nekega inercialnega sistema
po dolo£eni krivulji, po kateri se giblje neka referen£na to£ka togega telesa. V na-
²em primeru bo ta to£ka najve£krat teºi²£e telesa. Ogledali si bomo ve£ na£inov,
kako predstaviti zvezno transformacijo stanj togega telesa v odvisnosti od £asa t. V
tem primeru bomo govorili o gibanju togega telesa, kar je tudi osrednja tema tega
magistrskega dela. Poudarek bo na konstrukciji gibanja v prostoru dualnih kvater-
nionov, kjer lahko z enim samim elementom iz primerne podmnogoterosti S ⊂ R8
predstavimo transformacijo stanja.
Najprej si bomo ogledali zgodovinsko najpomembnej²o reprezentacijo teh trans-
formacij v obliki evklidskih preslikav v ↦→ Rv + d, v,d ∈ R3, R ∈ SO(3), kjer
je SO(3) grupa ortogonalnih 3 × 3 matrik. V prvem poglavju dela bomo predsta-
vili pristop iz klasi£ne kinematike togih teles. Vpeljali bomo projektivne koordi-
nate in homogene 4 × 4 matrike in pokazali, kako lahko dva na prvi pogled lo£ena
pojma translacijskega in rotacijskega dela gibanja togega telesa zdruºimo v eno samo
transformacijo. Ogledali si bomo tudi reprezentacijo mnogoterosti SE(3) in izpeljali
predpise za geodetke na tej mnogoterosti. Geodetske krivulje bodo v vseh obravna-
vanih prostorih izjemnega pomena, saj poleg tega, da nam predstavljajo najkraj²o
pot med to£kama, nudijo tudi zelo pomembno lastnost konstantnosti hitrostnega
vektorja. Uvedli bomo pojem Liejeve grupe in si pri konstrukciji interpolacijskega
postopka pomagali ravno z grupnimi operacijami Liejeve grupe SE(3). Na ta na£in
bomo dobili prvi vpogled na zaklju£ene oblike interpolacijskih krivulj med dvema
stanjema togega telesa. Pri tem bomo vpeljali tudi nekatere pojme diferencialne geo-
metrije. Predstavili bomo tudi posplo²itev de Casteljaujevega algoritma na poljubno
Liejevo grupo, kjer bo poudarek predvsem na postopku in ne toliko na dobljenem
objektu.
V tretjem poglavju si bomo ogledali osnove nekomutativnega obsega kvaterni-
onov in kako s pomo£jo teh objektov opisati poljubno rotacijo v prostoru. Doka-
zali bomo obstoj bijekcije med kvocientno grupo enotskih kvaternionov po relaciji
Q ∼ −Q in grupo SO(3). Izpeljali bomo predpis za geodetske krivulje na tridi-
menzionalni sferi in na primeru pokazali, kako bi lahko enostavno zdruºili pojme
translacijske krivulje in rotacijskega dela dobljenega z lepljenjem geodetk na sferi.
Ogledali si bomo tudi matri£ni zapis operacij v prostoru kvaternionov, saj so vsi
na²i primeri ustvarjeni v orodju za matri£ne izra£une.
Naslednje poglavje bo posve£eno jedru magistrskega dela, in sicer algebri dualnih
kvaternionov. Izpeljali jo bomo iz relacij, ki dolo£ajo Cliﬀordove algebre in posto-
poma gradili osnovne operacije. Pokazali bomo, kateri dualni kvaternioni ustrezajo
transformacijam stanja togega telesa in kako ra£unamo s tovrstno transformacijo.
Pokazali bomo, da lahko z veriºenjem takih transformacij opi²emo poljubno trans-
formacijo stanja telesa v prostoru. Nekaj strani bomo posvetili tudi matri£ni repre-
zentaciji in dobljeno povezali s pojmi iz drugega poglavja. Deﬁnirali bomo Studyjevo
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kvadriko in si ogledali nekaj njenih lastnosti.
V ²estem poglavju bomo predstavili potrebna sredstva iz teorije aproksimacije
in interpolacije. Ogledali si bomo posplo²itev klasi£nih interpolacijskih shem v Rn.
Predstavili bomo osnove teorije zlepkov in si ogledali dve klasi£ni druºini zlepkov:
kubi£ne zlepke in zlepke Bézierjevih krivulj. Velik poudarek bo tudi na teoriji kon-
strukcije translacijskega dela gibanja togega telesa, vselej pa bomo imeli v mislih
uporabo zlepkov tudi v naravnem vloºitvenem prostoru dualnih kvaternionov R8.
Na modelnem primeru si bomo ogledali nekaj razli£nih interpolacijskih postopkov
za konstrukcijo translacijskega dela gibanja in pokazali odvisnost krivulje od izbrane
parametrizacije.
V sedmem poglavju si bomo ogledali posplo²itev krivulje Slerp na Studyjevo
kvadriko imenovano Sclerp. Podali bomo nekaj razli£nih parametrizacij Studyjeve
kvadrike in si ogledali geometrijsko konstrukcijo interpolacijske krivulje, katera leºi
v celoti na Studyjevi kvadriki. Predstavili bomo interpolacijsko shemo na Studyjevi
kvadriki in dobljeno testirali na modelnem primeru. Izpeljali bomo ²e eno interpo-
lacijsko shemo, tokrat s pomo£jo algebrai£ne projekcije na Studyjevo kvadriko in si
ogledali povezavo med izpeljanima krivuljama. V tem primeru bomo poleg obstoja
imeli tudi zaklju£eno obliko interpolacijske krivulje in posledi£no tudi eksplicitno in-
terpolacijsko shemo. Ker so projekcije neodvisne od interpolacijskega postopka v R8,
bomo obravnavali razli£ne interpolacijske polinome in si ogledali razlike med njimi.
Na koncu si bomo ogledali ²e, kako se obnesejo zlepki krivulj v R8 z uporabljenima
projekcijama iz poglavja 7. Vso teorijo bomo ponazorili z razli£nimi zgledi, dodali
pa bomo tudi primere, kjer izpeljana algoritma odpadeta ali ne data zadovoljivih
rezultatov.
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2 Kinematika togih teles
Za£eli bomo s klasi£no konstrukcijo gibanja togih teles s pomo£jo homogenih 4× 4
matrik in si na primeru ogledali konstrukcijo trajektorije gibanja na mnogoterosti
SE(3) s pomo£jo sredstev iz diferencialne geometrije in teorije Liejevih grup. Ker
so prostori, v katerih reprezentiramo transformacije stanj togih teles, geometrijsko
zelo abstraktni, bomo vselej posku²ali problem prevesti v evklidski prostor primerne
dimenzije. Osnovna ideja je, da na videz zapleten interpolacijski problem prenesemo
na geometrijsko bolje interpretabilen prostor. V na²ih primerih bodo to evklidski
prostori primerne dimenzije. Interpolacijske krivulje bomo nato z razli£nimi pro-
jekcijami prenesli v abstrakten prostor. Ta postopek bo sluºil tudi kot osnova pri
konstrukciji obravnavanih interpolacijskih shem v prostoru dualnih kvaternionov. V
nadaljevanju bomo govorili o gibanju telesa, pri £emer bomo opu²£ali besedo togo
telo.
V klasi£nih zapisih gibanja so se standardno uporabljale posebne oblike koordi-
nat v R3. Gre za pomemben zgodovinski pojem, ki se ²e vedno pogosto pojavlja
v nekaterih oblikah konstrukcije gibanja. Vpeljimo pojem homogenih koordinat.
Homogena koordinata je vektor oblike
qˆ = (q0, q1, q2, q3)
T ∈ R4 \ {(0, 0, 0, 0)T}.
V primeru, ko je q0 ̸= 0, dobimo iz homogene koordinate pripadajo£o kartezi£no
koordinato kot
q = (q1, q2, q3)
T ∈ R3, qi = qi
q3
.
e homogene koordinate to£ke qˆ pomnoºimo s skalarjem λ ∈ R \ {0}, dobimo
predstavnika istega razreda, tj. qˆ ∼ λqˆ. To£ke v R3 skupaj s to£kami v neskon£-
nosti lahko s pomo£jo projektivnih koordinat identiﬁciramo z enodimenzionalnimi
podprostori prostora R3 tj. premicami.
2.1 Deﬁnicija gibanja togega telesa
Deﬁnicija 2.1. Fizikalno gledano je togo telo idealizacija kon£no razseºnega trdnega
telesa. Pri tem privzemamo, da se razdalja med poljubno izbranima to£kama telesa
ne spreminja, £e nanj delujejo zunanje sile. Togo telo je razseºno telo z maso in
volumnom.
Gibanje togega telesa lahko opi²emo na na£in, da za vsak £as t dolo£imo njegovo
stanje s poloºajem telesa v prostoru in njegovo orientacijo. Za u£inkovit zapis stanja
telesa potrebujemo dva koordinatna sistema. Poimenovali jih bomo ﬁksni in gibajo£
se koordinatni sistem. Z R3 ozna£imo ﬁksni koordinatni sistem. V tem koordina-
tnem sistemu bo ºe po imenu sode£ izhodi²£e ﬁksirano. Uvedimo ²e oznako E3 za
gibajo£ se koordinatni sistem. V klasi£ni mehaniki se konstrukcija gibanja togega
telesa vselej lo£uje na translacijski in rotacijski del. Izberimo si zdaj neko referen£no
to£ko d na togem telesu D. Translacijski del gibanja togega telesa bomo opisali z
gibanjem te referen£ne to£ke d po translacijski krivulji zapisani glede na ﬁksni koor-
dinatni sistem. V na²ih primerih bo to pogosto teºi²£e telesa D. Zaradi enostavnosti
3
in laºje vizualizacije razli£nih interpolacijskih postopkov bomo konstrukcijo gibanja
na primerih vselej opisovali na primeru trikotnika v R3. Seveda pa lahko to posplo-
²imo na poljubno nehomogeno togo telo in poljubno referen£no to£ko d. V na²em
primeru bo D trikotnik, to£ka d pa eno izmed ogli²£ trikotnika.
Deﬁnicija 2.2. Translacijska krivulja gibanja togega telesa D je prostorska para-
metri£na krivulja d : [a, b]→ R3, kjer smo z d(t) ozna£ili poloºaj izbrane referen£ne
to£ke telesa D ob £asu t v ﬁksnem koordinatnem sistemu.
Ker bomo imeli opravka z razli£nimi interpolacijskimi postopki v razli£nih pro-
storih, uvedimo modelni primer, ki bo sluºil kot osnova vsem primerom zveznega
gibanja v tem delu. Na modelnem primeru bomo lahko zlahka primerjali razli£ne
interpolacijske postopke.
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 0.5 0.707 0.5−0.707 0 0.707
0.5 −0.707 0.5
 , R (1) =
1 0 00 −0.809 −0.587
0 0.587 −0.809
 ,








, ortogonalne matrike. Na² cilj je poiskati
primerno krivuljo Γ : [0, 1] → S, kjer je S zaenkrat ²e neznan prostor stanj togega
telesa. elimo, da za to krivuljo velja
Γ(ti) = Posi, i = 0, 1, 2, 3,
kjer oznaka Posi ozna£uje i-to stanje togega telesa v modelnem primeru. Stanja































1 0 00 −0.809 −0.587
0 0.587 −0.809
 .
Pri opisu gibanja bomo potrebovali tudi razli£ni oznaki za zapis to£k v obeh
koordinatnih sistemih. Z x bomo ozna£evali to£ko zapisano v R3, z x′ pa to£ko za-
pisano glede na koordinate sistema E3. To bomo potrebovali predvsem, kadar bomo
ºeleli pridobiti informacijo o orientaciji ogli²£ na²ega trikotnika. Te to£ke imenujemo
telesne koordinate, saj bodo vselej ozna£evale neko to£ko na togem telesu, zapisano
glede na lokacijo referen£ne to£ke v ﬁksnem koordinatnem sistemu. Gibanje togega
telesa si lahko geometrijsko predstavljamo kot zvezno 'premikanje' gibajo£ega se
koordinatnega sistema po translacijski krivulji v odvisnosti od spremenljivke t. To
gibanje bomo ozna£evali z E3(t), s £imer ºelimo posebej poudariti, da je gibajo£ se
koordinatni sistem odvisen od £asovne komponente t. Sam problem interpolacije pa
lahko interpretiramo kot interpolacijo zaporedja koordinatnih sistemov s premika-
jo£im se koordinatnim izhodi²£em. Primer tak²nega gibanja si lahko ogledamo na
sliki 1.
Slika 1: Primer gibanja togega telesa.
2.2 Matri£na reprezentacija transformacije stanja
Poi²£imo predpis za transformacijo, ki bo pretvorila koordinate ﬁksnega sistema v
koordinate gibajo£ega se sistema. Vsako transformacijo stanja lahko namre£ zapi-
²emo z uporabo homogenih koordinat s 4× 4 matrikami oblike
A =

a0,0 a0,1 a0,2 a0,3
a1,0 a1,1 a1,2 a1,3
a2,0 a2,1 a2,2 a2,3
0 0 0 a3,3
 , a3,3 ̸= 0, ai,j ∈ R. (2.1)
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S pomo£jo homogenih koordinat lahko transformacijo to£ke na togem telesu za-
pi²emo s preslikavo xˆ → x = Axˆ. Kartezi£ne koordinate vektorja d = Ae4 =













in nam predstavljajo pozicijo izhodi²£a gibajo£ega se koordinatnega sistema E3 za-
pisanega glede na bazo ﬁksnega koordinatnega sistema R3. Rotacijski del transfor-




a0,0 a0,1 a0,2a1,0 a1,1 a1,2
a2,0 a2,1 a2,2
 .
Za matriko R velja, da je element grupe SO(3), ki je deﬁnirana kot mnoºica
SO(3) =
{
R ∈ R3×3 |RTR = RRT = I, det(R) = 1} .
e je matrika A odvisna od parametra t, kjer je t ∈ [t0, tn] in za vsak t velja, da je
R(t) ∈ SO(3) in a3,3(t) ̸= 0, potem govorimo o gibanju togega telesa. Za vsako to£ko
q′ ∈ E3 s homogenimi koordinatami qˆ gibajo£ega se koordinatnega sistema dobimo
njeno trajektorijo s pomo£jo preslikave
Ψ : E3 × [t0, tn]→ R3 : (q′, t)→ A(t)qˆ,
kjer je A(t) oblike (2.1) in so komponente ai,j(t) zvezne funkcije parametra t. Traj-
ektorijo izhodi²£a v homogenih koordinatah gibajo£ega se koordinatnega sistema
dobimo z
dˆ(t) = A(t)e4














V splo²nem je teºko poiskati krivuljo γ(t) : [a, b] → SO(3), v tem primeru kri-
vuljo iz grupe rotacij prostora R3. Teºave nastopijo, kadar ºelimo zadostiti pogoju
det(γ(t)) = 1 za vsak t, saj je mnogoterost SO(3) 'ukrivljena', kar posledi£no onemo-
go£a uporabo klasi£nih interpolacijskih postopkov iz Evklidskega prostora. V pomo£
nam bo naslednje dejstvo, da lahko vsako ortogonalno matriko zapi²emo s pomo£jo
²tirih parametrov, ki zado²£ajo normalizacijskemu pogoju. Na ta na£in tudi sama
konstrukcija krivulje rotacijskega dela gibanja dobi lepo geometrijsko interpretacijo.









Parametre (q0, q1, q2, q3) imenujemo normalizirani Eulerjevi parametri in igrajo po-
membno vlogo pri konstrukciji rotacijskega dela gibanja togega telesa. Intepretiramo
jih kot to£ke na S3 ⊂ R4, kjer je
S3 = {x ∈ R4, ‖x‖ = 1} ⊂ R4.
Eulerjevi parametri so zelo pomembni pri konstrukciji rotacijskih matrik. Brez do-
kaza navedimo nasledjo pomembno trditev, ki jo bomo tekom dela vseskozi upora-
bljali.
Trditev 2.5 ([9, poglavje 29.2.3]). Vsako matriko R ∈ SO(3) lahko zapi²emo kot
R = R(q0, q1, q2, q3) :=
q20 + q21 − q22 − q23 2q1q2 − 2q0q3 2q1q3 + 2q0q22q1q2 + 2q0q3 q20 − q21 + q22 − q23 2q2q3 − 2q0q1
2q1qa − 2q0q2 2q2q3 + 2q0q1 q20 − q21 − q22 + q23
 ,
kjer so q0, q1, q2, q3 normalizirani Eulerjevi parametri.
S pomo£jo Eulerjevih parametrov lahko na videz zapleteno konstrukcijo rota-
cijskega dela gibanja iz SO(3) prenesemo na geometri£no intuitivnej²i prostor S3.
Iskanje krivulje v prostoru rotacijskih matrik prevedemo na iskanje krivulj na tridi-
menzionalni enotski sferi v R4. V nadaljevanju bomo spoznali nekaj predpisov za
tovrstne krivulje. Pred tem pa si oglejmo tudi obrat te trditve, saj so pri konkre-
tnem ra£unanju matri£ne operacije u£inkovitej²e. V na²ih primerih se bo za ra£unske





⧸∼ → SO(3), (q0, q1, q2, q3) ↦→ R(q0, q1, q2, q3),
kjer je q ∼ −q, je bijektivna in antipodna vektorja q = (q0, q1, q2, q3)T preslika v
rotacijsko matriko R iz trditve 2.5. Obratno lahko iz vsake rotacijske matrike dobimo
antipodna vektorja q, ki jo dolo£ata. Tej bijektivni preslikavi pravimo kinemati£na
preslikava. Kot bomo spoznali v naslednjem poglavju, imajo Eulerjevi parametri
zelo pomembno geometrijsko interpretacijo tudi v prostoru enotskih kvaternionov.
Sama konstrukcija rotacijskega dela se najenostavneje za£ne s pomo£jo Eulerjevih
parametrov in se nato z uporabo kinemati£ne preslikave vektorje iz R4 transformira
v rotacijske matrike. e identiﬁciramo vektor Eulerjevih parametrov kot to£ko v R4,
nam kinemati£na preslikava podaja bijektivno korespondenco med rotacijskimi 3×3
matrikami in antipodnimi to£kami na sferi S3 ⊂ R4. Prostor stanj rotacijskega dela
gibanja si s to ugotovitvijo lahko geometri£no predstavljamo kot kvocientni prostor
sfere S3 nad grupo Z2.
2.4 Liejeve grupe
Deﬁnicija 2.6. Liejeva grupa je gladka mnogoterost G, opremljena s strukturo
grupe, za katero sta operaciji mnoºenja µ : G × G → G in invertiranja ι : G → G
gladki preslikavi.
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Za laºje razumevanje tega pojma si oglejmo nekaj enostavnih primerov Liejevih
grup:
• Prostor Rn opremljen z operacijo se²tevanja je Liejeva grupa dimenzije n.
• Prostor Cn je Liejeva grupa realne dimenzije 2n, saj lahko prostor Cn identiﬁci-
ramo s prostorom Cn = (R2)n = R2n. Splo²neje lahko ugotovimo, da je vsak kon£no
razseºen realen (kompleksen) vektorski prostor Liejeva grupa za operacijo se²tevanja.
Pred konstrukcijo primernega prostora transformacij stanj togih teles potrebujemo
²e nekaj pojmov iz diferencialne geometrije. Splo²no linearno grupo dimenzije n
deﬁniramo kot mnoºico
GL(n,R) = {A ∈ Rn×n| det(A) ̸= 0}.
Dokaºimo, da je prostor GL(n,R) Liejeva grupa. Najprej moramo dokazati, da je
odprta podmnoºica mnogoterosti Rn×n. Determinanto matrike A lahko po deﬁniciji
zapi²emo s pomo£jo polinomske funkcije komponent matrike in je zato gladka funk-
cija. Grupa GL(n,R) je enaka prasliki det−1(R \ {0}), kar pomeni, da je GL(n,R)
gladka podmnogoterost mnogoterosti Rn×n. Produkt dveh obrnljivih matrik lahko
izrazimo s polinomsko preslikavo posameznih komponent, kar pomeni, da gre za
gladko preslikavo. Po Cramerjevemu pravilu vemo, da lahko posamezen element
inverza izrazimo s pomo£jo racionalne funkcije komponent matrike A in je zato
tudi invertiranje gladka preslikava. Zaklju£imo lahko, da je splo²na linearna grupa
GL(n,R) Liejeva grupa.
Deﬁnicija 2.7. Liejeva algebra nad R je vektorski prostor G nad R opremljen z
bilinearno operacijo G×G→ G, (X,Y) ↦→ [X,Y], za katero velja
(1) [X,Y] = −[Y,X],
(2) [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y]] = 0,
kjer so X,Y,Z ∈ G. Pogosto za bilinearno operacijo [·, ·] uporabljamo izraz Liejev
oklepaj.
2.4.1 De Casteljaujev algoritem na Liejevih grupah
Predstavili bomo algoritem, ki bo v naslednjih poglavjih predstavljal osnovo za
konstrukcijo krivulj v geometri£no abstraktnih prostorih. Naj bodo {x0, . . . ,xn} ⊂
G to£ke na mnogoterosti G ⊂ Rn. Predpostavimo, da za poljubni to£ki x,y ∈
G znamo poiskati geodetsko krivuljo med tema to£kama. Geodetska krivulja je
najkraj²a pot med dvema to£kama na mnogoterosti G. Naj bo
Γx,y : [a, b]→ G
geodetska krivulja, za katero velja
Γx,y(a) = x, Γx,y(b) = y.
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Ozna£imo z α0i := xi, i = 0, . . . , n, in z Γ
0
i,i+1(t) geodetsko krivuljo med to£kama xi
in xi+1. Deﬁnirajmo rekurzivno zvezo
αji := Γ
j−1
i,i+1(t), i = 0, 1, . . . , n− j, j = 1, . . . , n,




i+1 . Rekurzija se zaklju£i
v kon£no mnogo korakih, dobljen element αn0 pa po deﬁniciji leºi na mnogoterosti
G, saj leºi na geodetski krivulji med to£kama iz G. Oglejmo si postopek v primeru,
ko je n = 2.
Primer 2.8. Naj bodo dane to£ke a,b, c ∈ G. Izra£unajmo vrednost na krivulji
dolo£eni s temi to£kami. Najprej uvedimo oznake
α00 = a, α
0
1 = b, α
0
2 = c.
V naslednjem koraku moramo to£ke povezati z geodetskimi krivuljami in pora£unati








Izra£unati moramo ²e to£ko na geodetski krivulji med to£kama α10,α
1





Na sliki 2 je prikazan primer, ko je G = R2, to£ke a = (1, 0),b = (0, 1), c = (1, 1) in
parameter t = 1
2
.
Slika 2: De Casteljaujev algoritem v primeru G = R2.
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2.4.2 Specialna Evklidska grupa SE(3)
Transformacijo stanja togega telesa lahko po intuiciji zapi²emo kot preslikavo, ki
najprej vse to£ke na telesu zavrti za dolo£en kot φ okoli osi u in nato translira v
smeri danega vektorja d ∈ R3. To strukturo lahko opi²emo z naslednjo mnoºico.
Deﬁnicija 2.9. Specialno Evklidsko grupo direktnih izometrij prostora R3 deﬁni-
ramo kot prostor aﬁnih preslikav oblike
SE(3) = {ψ : R3 → R3, x ↦→ Rx+ d : R ∈ SO(3),d ∈ R3}.
V pomo£ pri naslednjih trditvah in izrekih nam bo naslednji temeljni rezultat kine-
matike togih teles, katerega navajamo brez dokaza. Za natan£en dokaz glej [13].
Izrek 2.10 (Chasles). Naj bo D ∈ SE(3) transformacija stanja oblike
Dx = Rx+ d.
Vsako transformacijo stanja take oblike lahko zapi²emo kot kompozicijo translacije
v smeri vija£ne osi s in rotacije okoli te osi. Matemati£no to preslikavo zapi²emo
kot
Dx = Rsx+ s.
Slika 3: Primer transformacije stanja togega telesa v R2.
Transformacijo stanja lahko po zgornjem izreku identiﬁciramo s preslikavo, ki
vsako to£ko telesa najprej zavrti in nato translira v smeri enoli£no dolo£ene osi L.
Pri tem vrstni red rotacije in translacije ni pomemben. V tem opisu vidimo ravno
pojem izometrije prostora R3. Izometrije so preslikave, ki ohranjajo razdalje med
to£kami. To pomeni, da prostor zavrtimo in premaknemo v izbrani smeri. Ugodno
je poiskati prostor, iz katerega lahko £rpamo samo £iste translacije. Gre za gibanja,
kjer je rotacijski del konstanten. Primer transformacije stanja si lahko ogledamo na
sliki 3.
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Deﬁnicija 2.11. Grupo translacij prostora R3 deﬁniramo kot mnoºico preslikav
oblike
D = {φ : R3 → R3, x ↦→ x+ d : d ∈ R3}.
Gre za premike to£k v smeri vektorja d.
V duhu teorije Liejevih grup ²e enkrat deﬁnirajmo dve zelo pomembni grupi.
Specialno ortogonalno grupo SO(3) deﬁniramo kot podgrupo GL(3,R), katere ele-
menti so oblike
SO(3) = {R ∈ GL(3,R)| RTR = RRT = I, det(R) = 1}.




∣∣∣∣A = [R d0 1
]
, R ∈ SO(3), d ∈ R3
}
.
Deﬁnicija 2.12. Naj bo M mnogoterost in Q ∈ M . Tangentni prostor TQM je
vektorski prostor, ki ga sestavljajo vsi tangentni vektorji krivulj skozi to£ko Q ∈M .
Na vsaki Liejevi grupi ima tangentni prostor v enoti strukturo Liejeve algebre
[12, poglavje 2.7.]. Po deﬁniciji izpeljimo tangentni prostor grupe SE(3) v enoti I.
Naj bo Γ : (−ε, ε) → SE(3) krivulja, za katero velja Γ(0) = I, kjer je I enota v








velja, da je R(t)RT (t) = I in v(t) : (−ε, ε) → R3 je gladka preslikava. Odvajamo




















Liejevi algebri TISE(3) =: se(3) in TISO(3) =: so(3) lahko z zgornjimi ugotovitvami









∣∣∣ ΩT = −Ω}.
Tangentni prostor Liejeve grupe SO(3) je torej prostor antisimetri£nih matrik. Tan-
gentni prostor Liejeve grupe SE(3) pa sestoji iz blo£ne antisimetri£ne matrike in
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poljubnega vektorja R3 v zadnjem stolpcu. Ker je Liejeva algebra hkrati tudi vek-
torski prostor, ji poi²£imo primerno bazo. Poljubno antisimetri£no matriko Ω ∈ R3×3
lahko zapi²emo kot
Ω(x, y, z) =
 0 −z yz 0 −x
−y x 0
 , x, y, z ∈ R.
Poljuben element S ∈ se(3) ima zato obliko
S(x, y, z, tx, ty, tz) =

0 −z y tx
z 0 −x ty
−y x 0 tz
0 0 0 0
 , (x, y, z), (tx, ty, tz) ∈ R3.




0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0
 , L2 =

0 0 1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
 , L3 =

0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
 , L5 =

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
 , L6 =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
 .




αiLi, αi ∈ R.












, za katero velja Γ(0) = Q. Ker je Γ(t) ∈ SE(3), t ∈
(−ε, ε), dobimo z odvajanjem identitete RT (t)R(t) = I pri t = 0
R˙
T






Sedaj je matrika Rˆ
T
R˙(0) antisimetri£na, kar pomeni, da je R˙(0) = RˆΩ za neko
antisimetri£no matriko Ω. S to ugotovitvijo lahko tangentni prostor v poljubnem
Q ∈ SE(3) zapi²emo kot
TQSE(3) = Q · se(3).
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Izraºava tangentnih prostorov v tak²ni obliki je za nas ugodna predvsem zato, da
bomo lahko odvode v razli£nih tangentnih prostorih primerjali med seboj. S pomo£jo








zapi²emo s pomo£jo elementov v se(3) kot






kjer je Ω(t) = RT (t)R˙(t) pripadajo£i element iz so(3). Za konstrukcijo krivulje
gibanja bomo potrebovali ²e nekaj dejstev iz diferencialne geometrije in linearne
algebre. Antisimetri£no matriko
Ω(x, y, z) =
 0 −z yz 0 −x
−y x 0

lahko enoli£no identiﬁciramo z vektorjem q = (x, y, z) ∈ R3, za katerega velja, da je
za vsak vektor x ∈ R3, Ωx = q× x, kjer je z × ozna£en vektorski produkt v R3. S








kjer vektor q ustreza antisimetri£ni matriki Ω.
2.4.3 Eksponentna preslikava







kjer je Γ : [a, b] → SE(3) krivulja, ki ji pripada odvod S : [a, b] → se(3). Za nas
je zelo pomembna lastnost exp(0) = I, kar pomeni, da je za nek majhen interval
(−ε, ε) preslikava exp difeomorﬁzem prostorov se(3) in SE(3). Zato lahko v majhni
okolici enote izrazimo odsek krivulje v lokalnih koordinatah
Γ(t) = exp(ζ1(t)L1 + ζ2(t)L2 + ζ3(t)L4 + ζ4(t)L4 + ζ5(t)L5 + ζ6(t)L6), ζi(t) ∈ R,
kjer so Li bazni vektorji Liejeve algebre se(3).
2.5 Interpolacija v SE(3)
Naj bo {q(t),v(t)} par, ki pripada elementu S(t) ∈ se(3). V tem primeru nam
vektorska funkcija q(t) predstavlja kotno hitrost togega telesa, vektorska funkcija
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v(t) pa hitrost izhodi²£a gibajo£ega se koordinatnega sistema. Poskusimo sedaj
poiskati metodo za konstrukcijo krivulj v SE(3), ki jo bomo lahko potem pretvorili
v matri£no obliko, iz katere bomo lahko dobili eksplicitno izraºavo za rotacijski in
translacijski del gibanja telesa. Cilj je poiskati projekcijo iz evklidskega prostora R6
na mnogoterost SE(3). Na tem koraku je tudi sama izbira interpolacijskega postopka
v evklidskem prostoru prepu²£ena posamezniku, a kakor bomo videli na primerih
so dobljeni rezultati lahko zelo razli£ni glede na izbran interpolacijski postopek v
R6. Ogledali si bomo prvi enostavni primer interpolacije gibanja telesa, kjer bomo
konstruirali krivuljo na mnogoterosti SE(3).
Osnovni interpolacijski problem pri konstrukciji gibanja togega telesa lahko za-
pi²emo na naslednji na£in. Naj bo {Ai}ni=0 zaporedje elementov v SE(3) in naj bo
{ti}ni=0 zaporedje parametrov, kjer je t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn. Poi²£i krivuljo Γ(t), za
katero velja
Γ(ti) = Ai, i = 0, 1, . . . , n.
Konstrukcijo lahko opi²emo na naslednji na£in. Interpolacijsko krivuljo Γ(t)
i²£emo v obliki
Γ(t) = A0Γˆ(t),
kjer je Γˆ interpolacijska krivulja ki interpolira vrednosti {A−10 Ai}ni=0. V tem primeru
se interpolacijski problem prevede na iskanje interpolanta, ki interpolira vrednosti
{A−10 Ai}ni=1. Ker lahko zapi²emo vsak element Γ(t) ∈ SE(3) dovolj blizu enote v
lokalnih koordinatah ζ(t) = (ζ1(t), ζ2(t), ζ3(t), ζ4(t), ζ5(t), ζ6(t)) kot
Γ(ζ(t)) = exp (ζ1(t)L1 + ζ2(t)L2 + ζ3(t)L3 + ζ4(t)L4 + ζ5(t)L5 + ζ6(t)L6) ,
lahko interpolirane vrednosti A−10 Ai ∈ SE(3) identiﬁciramo z 6 × 1 vektorjem
ζi ∈ R6. Tako smo prenesli interpolacijo v abstraktnem prostoru SE(3) na obi-
£ajni evklidski prostor R6. Osnovna ideja nam bo sluºila tudi v kasnej²ih poglavjih,
kjer bomo lokalno izometri£nost evklidskih prostorov izkoristili tudi pri konstrukcij
na prostor enotskih dualnih kvaternionov. Na²a naloga se prevede na iskanje krivulje
ζ(t) : [a, b]→ R6, za katero velja
ζ(ti) = ζ
i, i = 0, 1, . . . , n.
Za krivuljo, deﬁnirano s predpisom
Γ(t) = A0 exp[Σ(t)],
kjer je Vec(Σ(t)) = ζ(t) velja, Γ(ti) = Ai. Primer take krivulje si lahko ogledamo
na spodnjem modelnem primeru.
Primer 2.13. Na sliki 4 je prikazano gibanje trikotnika po interpolacijski krivulji
dolo£eni v modelnem primeru 2.3.
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Sredi 19. stoletja je bilo ²ir²i matemati£ni javnosti znano, da lahko kompleksna ²te-
vila identiﬁciramo s pomo£jo to£k v ravnini in da lahko poljubne objekte take oblike
geometri£no intuitivno se²tevamo in mnoºimo. V ºelji po raz²iritvi geometri£nih
lastnosti kompleksnih ²tevil je irski matematik Hamilton za£el iskati na£in, kako bi
s pomo£jo posplo²itve takih objektov te geometri£ne operacije lahko prenesel tudi v
prostor R3. Sprva se je kot najbolj naravna ponujala moºnost raz²iriti kompleksna
²tevila z dodatno dimenzijo tj. na objekte oblike a + bi + cj, kar pa mu nikakor ni
dalo ºelenih rezultatov. Nastopile so namre£ teºave pri deﬁniranju mnoºenja. Ker
ni uspel deﬁnirati mnoºenja na mnoºici trojic ²tevil, je Hamilton poskusil z idejo,
da bi lahko to storil s £etverico takih ²tevil z lastnostmi i2 = j2 = k2 = ijk = −1.
Tako je pri²el do kvaternionov. Prostor kvaternionov H je 4-dimenzionalen vektorski
prostor s standardnim skalarnim produktom v R4 nad obsegom realnih ²tevil in s
standardno bazo {1, i, j,k}. Bazne elemente prostora kvaternionov razumemo kot
1 =
(

















Q = q01+ q1i+ q2j+ q3k
imenujemo kvaternion. Zaradi enostavnosti bomo notacijo za bazni vektor 1 od
sedaj naprej opu²£ali. Prostor kvaternionov ozna£imo s H. Vsak kvaternion lahko
zapi²emo v obliki Q = (q0,q), kjer je q0 ∈ R skalarni del, q = (q1, q2, q3)T pa
vektorski del kvaterniona. Vpeljimo oznaki
vec(Q) = q, sc(Q) = q0,
kjer smo z vec ozna£ili vektorski del, z oznako sc pa skalarni del kvaterniona.
Kvaternione lahko identiﬁciramo tudi z vektorji v R4, Q = (q0, q1, q2, q3)T ∈ R4.
Deﬁnirajmo pojem £istega kvaterniona, to je kvaternion z ni£elnim skalarnim de-
lom tj. sc(Q) = q0 = 0. Identiﬁciramo ga z vektorjem v R3. Na mnoºici H
deﬁnirajmo osnovni operaciji se²tevanja in mnoºenja na slede£ na£in. Naj bosta
Q = (q0,q), P = (p0,p) ∈ H. Operacijo se²tevanja deﬁniramo po komponentah kot
Q+ P = (sc(Q) + sc(P), vec(Q) + vec(P)) = (q0 + p0,q+ p),
kjer je q + p obi£ajna vsota vektorjev v R3. Operacijo mnoºenja deﬁniramo s
predpisom
QP = (q0p0 − q · p, q0p+ p0q+ p× q) ,
kjer smo z · ozna£ili obi£ajni skalarni produkt v R3, z × pa vektorski produkt v R3.
Deﬁnicija 3.1. Vsakemu kvaternionu Q = (q0,q) ∈ H lahko priredimo konjugirani
kvaternion Q∗. Deﬁniramo ga s predpisom
Q∗ = (q0,−q).
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Deﬁnicija 3.2. Norma kvaterniona Q ∈ H je deﬁnirana kot
‖Q‖ = √QQ∗.
Trditev 3.3. Naj bo Q = (q0, (q1, q2, q3)T ) ∈ H in Q∗ njegov konjugiran kvaternion.
Potem je
QQ∗ = Q∗Q = (q20 + q21 + q22 + q23) = ‖Q‖2.




Zgornje trditve se enostavno dokaºejo z upo²tevanjem pravil za mnoºenje gene-
ratorjev tj. i2 = j2 = k2 = ijk = −1. Posebno pozornost bomo v nadaljevanju
posvetili mnoºici enotskih kvaternionov. Oza£imo jo z He. Mnoºico enotskih kva-
ternionov interpretiramo kot to£ke na sferi S3 ⊂ R4.
3.2 Rotacije v prostoru
V tem razdelku bomo predstavili na£in, kako se lahko izognemo matri£nemu mno-
ºenju pri pridobivanju orientacije gibajo£ega se koordinatnega sistema. Po trditvi o
izomorfnosti prostora SO(3) in mnoºico antipodnih to£k na enotski sferi S3 se namre£
izkaºe, da lahko rotacijo za nek kot φ okoli osi e zapi²emo z enotskim kvaternionom.
Preden dokaºemo rotacijsko formulo v prostoru kvaternionov, potrebujemo formulo
za alternativni zapis enotskega kvaterniona.
Trditev 3.5. Naj bo Q ∈ He. Tedaj obstajata e ∈ R3, ‖e‖ = 1, in φ ∈ [0, 2pi), da
lahko kvaternion Q zapi²emo kot






Dokaz. Zapi²imo normo kvaterniona Q = (q0,q) ∈ He,
‖Q‖ =
√
q20 + ‖q‖2 = 1.




= 1 sledi, da obstaja tak kot φ
2





q20 + ||q||2 = 1. Kot φ izberemo tako, da bo q20 = cos2 φ2 . Vektorski del q mora biti
oblike q = e sin φ
2




Brez dokaza navedimo vektorsko obliko preslikave, ki vektor v ∈ R3 preslika z
rotacijo za kot φ okrog osi e. Tej formuli pravimo Rodriguesova formula in je oblike
Rv = R(e, φ)v = v cosφ+ (e× v) sinφ+ e(e · v)(1− cosφ).
Za izpeljavo formule glej [11].
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Trditev 3.6. Poljubno rotacijo vektorja v ∈ R3 okoli osi e za kot φ lahko zapi²emo
kot
Rv = QVQ−1, (3.1)
kjer je V = (0,v) ∈ H, Q = cos φ
2
1+ e sin φ
2
∈ He.

















































v · e+ sin2 φ
2

































0, (1− cosφ)(e · v)e+ cos2 φ
2
v − sin2 φ
2








=(0, (1− cosφ)(e · v)e+ cosφv + sinφ(e× v)).
V zadnjem izrazu prepoznamo ravno predpis za Rodriguesovo formulo za rotacijo
vektorja v za kot φ okoli osi e.
Spomnimo se na deﬁnicijo normaliziranih Eulerjevih parametrov. V zgornjih
trditvah smo videli, da lahko s pomo£jo enotskega kvaterniona zapi²emo predpis za
poljubno rotacijo v prostoru. S pomo£jo trditve, da lahko vsako ortogonalno matriko
zapi²emo s pomo£jo normaliziranih Eulerjevih parametrov, pridemo do naslednje
izredno pomembne bijektivne korespondence.
Trditev 3.7 ([9, poglavje 29.2.3]). Obstaja bijektivna korespondenca med pari an-
tipodnih enotskih kvaternionov na sferi S3 in matrikami Q ∈ SO(3). Pripadajo£a
ortogonalna matrika enotskemu kvaternionu Q = (q0, (q1, q2, q3)T ) je oblike
Q =
q20 + q21 − q22 − q23 2q1q2 − 2q0q3 2q1q3 + 2q0q22q1q2 + 2q0q3 q20 − q21 + q22 − q23 2q2q3 − 2q0q1
2q1qa − 2q0q2 2q2q3 + 2q0q1 q20 − q21 − q22 + q23
 .
Trditev se seveda v celoti ujema s trditvijo o izomorfnosti prostora Eulerjevih
parametrov in rotacijskih matrik. Gre za strukturno spremembo trditve, saj tokrat
nastopajo enotski kvaternioni in z njimi vse povezane operacije v tem prostoru.
3.3 Krivulje v prostoru enotskih kvaternionov
3.3.1 Normalizirana linearna interpolacija
Najbolj preprosta in seveda tudi najlaºje izra£unljiva krivulja v prostoru enotskih
kvaternionov je normalizacija obi£ajne linearne interpolacije v evklidskem prostoru.
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Naj bosta Q,P enotska kvaterniona. Deﬁnirajmo linearni interpolant L : [0, 1]→ H
s predpisom
L(Q,P ; t) = (1− t)Q+ tP .
Velja L(0) = Q in L(1) = P . Toda v splo²nem L(t) ̸∈ He. Enotskost krivulje L
doseºemo z normalizacijo za vsak vmesni £as t ∈ (0, 1). Deﬁnirajmo normalizirani
linearni interpolant s predpisom
NL(Q,P ; t) = (1− t)Q+ tP‖(1− t)Q+ tP‖ .
Tako deﬁnirana krivulja leºi v celoti na enotski tri-sferi in interpolira kraji²£na kva-
terniona. V praksi se zelo pogosto uporablja v primeru, kjer sta kvaterniona Q,P
zelo blizu. Teºava je namre£ ta, da za tako deﬁnirano krivuljo kotna hitrost ro-
tacijskega dela ni konstantna, kar je pa pri osnovni konstrukciji gibanja zaºelena
lastnost. Za dosego konstantne hitrosti rotacijskega dela moramo poiskati predpis
za geodetsko krivuljo na sferi.
3.3.2 Krivulja Slerp

















Iz prej²njega podpoglavja vemo, da za enotski kvaternion Q ∈ He velja Eulerjeva
identetita











kjer U = (0,u) razumemo kot standardno vloºitev vektorja u v prostor kvaternionov.
Ker velja Q = exp(log(Q)), je logaritem v prostoru kvaternionov deﬁniran kot
log(Q) = U φ
2
,
kjer je Q ∈ He. Oglejmo si sedaj ²e en preprost primer konstrukcije rotacijskega
dela gibanja togega telesa. De Casteljaujev algoritem v evklidskem prostoru temelji
na zaporedju linearnih interpolantov med to£kami kontrolnega poligona. Podobno
lahko naredimo tudi na poljubni mnogoterosti, kjer namesto linearne interpolacije
med to£kama vzamemo geodetske krivulje na dani mnogoterosti, kot smo ºe spoznali
v drugem poglavju. Geodetske krivulje na sferi so preseki normalnih ravnin skozi
izhodi²£e, imenovani veliki loki [4]. Naj bosta B0 in B1 ∈ He. Deﬁnirajmo
B10(t) = Slerp(B0,B1; t)
na na£in, da B10(t) leºi na velikem loku, ki povezuje enotska kvaterniona B0 in B1 in
razdeli ta lok v razmerju
∠(B0,B10(t)) : ∠(B10(t),B1) = t : (1− t).
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Na ta na£in pridemo do sferi£ne oblike de Casteljaujevega algoritma. Izkaºe se, da
dobimo krivuljo, ki leºi v celoti na sferi S3. Slabost tega algoritma je ta, da lahko
doseºemo le interpolacijo robnih to£k in zato sama po sebi ni najbolj uporabna
metoda za konstrukcijo gibanja skozi predpisane orientacije togega telesa. Druga
teºava, ki lahko nastopi pri tak²ni konstrukciji, je seveda ta, da v tem primeru
enostski kvaternion B10(t) ni enoli£en, saj lahko leºi na drugem velikem loku. Tej
teºavi se lahko izognemo z dodatno omejitvijo, da naj B10(t) leºi na kraj²em izmed
velikih lokov.
Slika 5: Slerp na sferi.
Trditev 3.8 ([2, trditev 27]). Za krivuljo Slerp na sferi S3 skozi enotska kvaterniona
B0,B1 velja
Slerp(B0,B1; t) = B0(B−10 B1)t
Za konkretne izra£une moramo zgornjo formulo prepisati v izra£unljivo obliko. Naj




. Za izra£une vmesnih to£k na krivulji Slerp lahko uporabimo
naslednjo zvezo:












V praksi se pogosteje uporablja naslednja brezkoordinatna oblika zapisa krivulje
Slerp.
Trditev 3.9. Naj bo cosφ = 〈B0,B1〉. Velja
Slerp(B0,B1; t) = sin((1− t)φ)
sinφ




Dokaz. Vsak vmesni kvaternion ob £asu t na krivulji Slerp lahko zapi²emo kot line-
arno kombinacijo robnih B0,B1, torej
Slerp(B0,B1; t) = α(t)B0 + β(t)B1 =: R(t).
Robna pogoja sta R(0) = α(0)B0 + β(0)B1 = B0 in R(1) = α(1)B0 + β(1)B1 = B1,
od koder sledi
α(0) = β(1) = 1, α(1) = β(0) = 0.
Krivulja Slerp po konstrukciji linearno nara²£a v parametru t. e torej skalarno
mnoºimo R(t) z B0 in B1, dobimo
〈R(t),B0〉 = cos tφ = α(t)〈B0,B0〉+ β(t)〈B0,B1〉 = α(t) + β(t) cosφ, (3.2)
〈R(t),B1〉 = cos(1− t)φ = α(t)〈B0,B1〉+ β(t)〈B1,B1〉 = α(t) cosφ+ β(t). (3.3)
Geometrijsko interpretacijo zgornjih skalarnih produktov si lahko ogledamo na sliki
6. Iz ena£be (3.2) izrazimo α(t) = cos(tφ)−β(t) cos(φ). To vstavimo v ena£bo (3.3)
Slika 6: Presek S3 z ravnino skozi izhodi²£e
in dobimo
cos(tφ) cos(φ)− β(t) cos2(φ) + β(t) = cos((1− t)φ)
β(t)(1− cos2(φ)) = cos((1− t)φ)− cos(tφ) cos(φ).
Z uporabo adicijskega izreka za cos(φ) dobimo






Vstavimo predpis za β(t) v α(t) in dobimo
α(t) = cos(tφ)− sin(tφ) cos(φ)
sin(φ)
.
Pomnoºimo s sin(φ). Sledi, da je
α(t) sin(φ) = cos(tφ) sin(φ)− sin(tφ) cos(φ).
Torej je α(t) = sin((1−t)φ)
sin(φ)
, kar dokazuje trditev.
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3.4 Konstrukcija rotacijskega dela vi²jega reda
Pri konstrukciji zapletenih gibanj je potrebno poznati tudi kotno hitrost in transla-
cijsko hitrost telesa ob vsakem £asu t. V drugem poglavju smo spoznali, da je kotna
hitrost gibanja antisimetri£ni blo£ni del matrike S ∈ se(3). Takim matrikam pri-
pada enoli£ni vektor ω ∈ R3. Komponente vektorja ω predstavljajo inﬁnitezimalne
zasuke v smeri koordinatnih osi gibajo£ega se koordinatnega sistema. Zvezo med
odvodom kvaterniona in vektorjem kotne hitrosti rotacije znamo opisati takole.
Naj bo V0 izbrana za£etna to£ka na telesu vloºena v prostor kvaternionov in
R : [a, b] → He krivulja v prostoru enotskih kvaternionov. Preslikavo to£ke V0 ob
£asu t ozna£imo z Vt in jo dobimo kot
Vt = R(t)V0R∗(t).





























Ozna£imo z P(t) = dR(t)
dt
R∗(t), vstavimo v zgornjo ena£bo in dobimo
dVt
dt
= P(t)Vt − VtP(t).
Izra£unajmo skalarni del kvaterniona P(t). Zapi²imo
R(t) = (r0(t), (r1(t), r2(t), r3(t))T ) .













saj je R(t) ∈ He, t ∈ [t0, tn]. Iz tega sledi, da je P(t) oblike (0,p(t)). Ker je
tudi Vt = (0,vt) velja
P(t)Vt − VtP(t) = (0,p(t))(0,vt)− (0,vt)(0,p(t)) = (0, 2p(t)× vt).







Izpeljali smo naslednji izrek:
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Izrek 3.10. Naj bo R(t) : [a, b] → He, t ∈ [a, b], zvezna rotacija togega telesa.







kjer je W(t) = (0,ω(t)) ∈ H standardna vloºitev vektorja v prostor kvaternionov.
e torej ºelimo poleg rotacij Ri interpolirati ²e vektorje kotne hitrosti ωi, morajo
odvodi krivulje R : [a, b]→ He zadostiti pogoju (3.4).










0 −ω1 −ω2 −ω3
ω1 0 ω3 −ω2
ω2 −ω3 0 ω1
ω3 ω2 −ω1 0
 ,
pri £emer je R identiﬁciran z vektorjem v R4.
Primer 3.12. Oglejmo si primer, ko je ω(t) = c ∈ R3. Takemu gibanju pravimo
vija£no gibanje. Konstatni vektor kotne hitrosti vloºimo v prostor kvaternionov s







Re²itev diferencialne ena£be (3.4) pri pogoju R(0) = R0 je enaka






Predpis ustreza krivulji Slerp(R0,R0C; t).
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4 Algebra dualnih kvaternionov
V tem poglavju bomo spoznali osrednje orodje tega magistrskega dela, in sicer pro-
stor dualnih kvaternionov. Na£inov izpeljave tega prostora je veliko, sami pa bomo
ubrali nekoliko bolj geometri£no pot v duhu do sedaj pokazanih rezultatov iz diferen-
cialne geometrije. elimo namre£ konstruirati prostor, izomorfen specialni evklidski
grupi SE(3), katerega elementi bodo na enostaven na£in zdruºili pojma translacij-
skega in rotacijskega dela gibanja. To nam bo omogo£alo konstruirati eno samo
krivuljo in operirati z enotnimi objekti, kateri bodo reprezentirali stanja togih teles.
4.1 Cliﬀordova algebra
Najprej se spoznajmo s pojmom geometri£ne algebre. Naj bo S simetri£na bilinearna
forma na vektorskem prostoru Rn. Naj bo {x1,x2, . . . ,xn} baza tega prostora in naj
v tej bazi simetri£no bilinearno formo reprezentira matrika S = (si,j)ni,j=1. V praksi
to pomeni, da pri izra£unu bilinearne forme na paru vektorjev {xi,xj} dobimo
S(xi,xj) = sij.
Cliﬀordove algebre so konstruirane z naslednjimi pogoji na generatorjih
xixj + xjxi = 2sij, 1 ≤ i, j ≤ n. (4.1)
Predpostavimo, da imamo dano neko drugo mnoºico generatorjev {e1, e2, . . . , en},





kjer so ηij elementi n × n matrike M , kjer je M prehodna matrika med bazama
{ei}ni=1 in {xi}ni=1. V novi bazi {e1, . . . en} imamo

















Zgornja enakost pomeni, da splo²na menjava baze v Rn ustreza kongruentni trans-
formaciji simetri£ne matrike S. Po Sylvestrovem izreku [15] lahko najdemo mnoºico
generatorjev, za katero je matrika S diagonalna z vrednostmi iz mnoºice {−1, 1, 0}.
To pomeni, da velja
eiej + ejei = 0, i ̸= j,
in e2i ∈ {1,−1, 0}. Vsaka Cliﬀordova algebra je zato enoli£no dolo£ena s ²tevilom
generatorjev, ki se kvadrirajo v eno izmed vrednosti {1,−1, 0}. Uvedimo oznako za
splo²no Cliﬀordovo algebro Cl(p, q, r), kjer je p ²tevilo generatorjev, ki se kvadrirajo
v 1, q ²tevilo generatorjev, ki se kvadrirajo v -1 in r ²tevilo generatorjev s kvadrati
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enakimi 0. Za ob£utek si najprej oglejmo nekaj preprostih primerov Cliﬀordovih
algeber. Najpreprostej²a je seveda vsem znana Cl(0, 1, 0), ki ima en generator s
kvadratom -1. Ta je izomorfna algebri kompleksnih ²tevil C. Izomorfnost lahko
vidimo na naslednji na£in. Elementi te algebre imajo obliko x+ye1, kjer sta x, y ∈ R.
Se²tevanje je deﬁnirano po komponentah kot
(x+ ye1) + (z + we1) = (x+ z) + (y + w)e1.
Podobno lahko deﬁniramo mnoºenje z upo²tevanjem generatorskih relacij Cliﬀordo-
vih algeber. V na²em primeru dobimo
(x+ ye1)(z + we1) = (xz − yw) + (xw + yz)e1,
kjer lahko prepoznamo pravilo za mnoºenje kompleksnih ²tevil. Vidimo, da se v
na²em primeru generator e1 obna²a kot element i v kompleksnih ²tevilih. Na tem
mestu deﬁnirajmo ²e eno pomembno Cliﬀordovo algebro, ki jo bomo potrebovali
tekom dela. Deﬁnirajmo jo z oznako D = Cl(0, 0, 1). To pomeni, da je generirana z
enim elementom, naj bo ta ozna£en ε. Po deﬁniciji za element ε velja ε2 = 0. Deﬁni-
rali smo algebro dualnih ²tevil, ki bodo klju£nega pomena pri konstrukciji prostora
dualnih kvaternionov in osnova vsem kasnej²im transformacijskim formulam.
Naj bo {e1, . . . , em} mnoºica generatorjev algebre A. Opazimo, da kadar imamo
v generatorjih monom oblike eαeβ · · · eγ, lahko zapis spravimo v obliko
eiej · · · ek, i ≤ j ≤ · · · ≤ k,
z zaporednim komutiranjem generatorjev in mnoºenjem z (−1), vsaki£ ko naredimo
zamenjavo. e se kak²en od generatorjev ponovi, ga lahko poenostavimo z vre-
dnostmi iz mnoºice {−1, 1, 0}. Iz tega sledi, da lahko poljuben monom spravimo
v urejeno obliko eiej · · · ek, i < j < · · · < k. Skupaj z 1 ti monomi tvorijo bazo
vektorskega prostora. To pomeni, da lahko poljuben element geometri£ne algebre




αi,j,...,keiej · · · ek.
Iz tega sledi, da je dimenzija geometri£ne algebre generirane z n = p + q + r enaka
2n. To pomeni, da za vsako Cliﬀordovo algebro obstaja dekompozicija direktnih
vsot vektorskih podprostorov
Cl(p, q, r) = V0 ⊕ V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn,
kjer ima vsak Vk bazo monomov stopnje k in V0 = R je generiran z 1. Vpeljimo
dekompozicijo Cliﬀordove algebre na njen lihi in sodi del:
Cl(p, q, r) = Cl+(p, q, r)⊕ Cl−(p, q, r) = (V0 ⊕ V2 ⊕ · · · )⊕ (V1 ⊕ V3 ⊕ · · · ) .
Na poljubni Cliﬀordovi algebri A lahko deﬁniramo bijektivno preslikavo konjugacije






Konjugacijo deﬁniramo na generatorjih s predpisom
e∗i = −ei.
Oglejmo si sedaj primer Cl(0, 2, 0). Ozna£imo njene generatorje zaporedoma z
e1, e2, e1e2. Ker je e21 = e
2
2 = −1 velja tudi
(e1e2)
2 = e1e2e1e2 = −e21e22 = −1.
Mnoºenje dveh elementov x,y ∈ Cl(0, 2, 0) deﬁniramo na generatorjih kot
(x0 + x1e1 + x2e2 + x3e1e2)(y0 + y1e1 + y2e2 + y3e1e2).
e pi²emo i = e1, j = e2 in k = e1e2 in upo²tevamo i2 = j2 = k2 = ijk = −1
vidimo, da dobimo ravno kvaternionsko algebro H. Hitro lahko opazimo, da v
primeru kvaternionske algebre H = Cl(0, 2, 0) dobimo v primeru zgoraj deﬁnirane
konjugacije ravno deﬁnicijo konjugiranega kvaterniona:
(a+ bi+ cj+ dk)∗ = a− bi− cj− dk.
V splo²nem lahko vidimo, da velja
(e1e2 · · · ek)∗ = (−1)kek · · · e2e1.
Na ta na£in lahko deﬁniramo normo. Naj bo A = Cl(p, q, r) Cliﬀordova algebra in
x = x1e1 + . . .+ xnen, n = p+ q + r. Izra£unamo produkt
xx∗ = −x21 − x22 − . . .− x2p + x2p+1 + . . . x2p+q.
Opazimo, da je produkt elementa x z njegovim konjugiranim elementom x∗ skalar.
V primeru p = r = 0 imamo opravka s klasi£no deﬁnicijo norme.
Deﬁnicija 4.1. Glavna involucija na Cliﬀordovi algebri Cl(p, q, r) je preslikava α :
Cl(p, q, r)→ Cl(p, q, r) deﬁnirana na monomih generatorjev s predpisom
α(e1e2 · · · ek) = (−1)ke1e2 · · · ek.
Na prvi pogled se preslikava α ujema z deﬁnicijo konjugiranja. A tukaj gre za
homomorﬁzem, saj ohranja vrstni red mnoºenja. Poleg tega na sodi podalgebri ve-
lja tudi α(·) = ·. V splo²nem velja, da grupa obrnljivih elementov neke Cliﬀordove
algebre ni enaka celotni algebri. Z drugimi besedami, Cliﬀordove algebre vsebujejo
delitelje ni£a. To pomeni, da v splo²nem lahko poi²£emo taka elementa x,y, da iz
xy = 0 ne sledi x = 0 ali y = 0. Izkaºe se, da so Cliﬀordove algebre za Evklid-
ske grupe enake Cl(0, n, 1), kjer imamo n generatorjev s kvadratom −1 in en sam
generator s kvadratom 0. Oglejmo si to na primeru n = 3. Ozna£imo generatorje




3 = −1, e2 = 0. Deﬁnirajmo
podgrupo
Spin(3) = {g ∈ Cl+(0, 3, 0) : gg∗ = 1, gxg∗ ∈ R3, ∀x ∈ R3}.
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Gre za podgrupo grupe obrnljivih elementov sodega dela Cl(0, 3, 0). Poljuben ele-
ment grupe zavzame obliko
g = q0 + q1e2e3 + q2e3e1 + q3e1e2.
Konjugiran element g je oblike
g = q0 − q1e2e3 − q2e3e1 − q3e1e2.








kar pomeni, da elementi Spin(3) leºijo na S3. Delovanje grupe Spin(3) na prostoru
R3 podamo preko preslikave
g : x ↦→ gxg∗, x ∈ R3.
Opazimo, da gre za nam ºe znan predpis za rotacijo vektorja preko enotskega kva-
terniona.
Za potrebe konstrukcije Cliﬀordove algebre dualnih kvaternionov bomo potrebo-
vali naslednji izomorﬁzem:
Cl(p, q, r) = Cl+(p, q + 1, r).
Ekspliciten izomorﬁzem je podan na generatorjih Cl(p, q, r) s predpisi
ei ↦→ eie0 ∈ Cl+(p, q + 1, r),
kjer je e0 preostali generator algebre Cl(p, q + 1, r). Pokazati moramo, da tako
deﬁniran izomorﬁzem ohranja relacije (4.1):
eiej + ejei ↦→ eie0eje0 + eje0eie0 = (−eiej + ejei)e20,
kar je izpolnjeno, saj se vsi generatorji Cl+(0, 3, 0) kvadrirajo v −1. V primeru
q = 1, p = r = 0 ugotovimo, da je
H = Cl(0, 2, 0) = Cl+(0, 3, 0).
Po zgornji ugotovitvi, da so elementi Spin(3) enotski in z upo²tevanjem izo-
morfnosti Cl+(0, 3, 0) in Cl(0, 2, 0), sledi, da je Spin(3) izomorfna grupi enotskih
kvaternionov. Vrnimo se sedaj na konstrukcijo Cliﬀordove algebre za specialno Ev-
klidsko grupo SE(3). Elemente R3 vloºene v prostor R4 bomo zapisali v obliki









∈ Cl(0, 3, 1) : g ∈ Spin(3), d = d1e1 + d2e2 + d3e3
}
,




3 = −1, e2 = 0.








(d1e1 + d2e2 + d3e3)(q0 + q1e2e3 + q2e1e3 + q3e1e2)e.
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Opazimo, da so monomi v generatorjih lahko kve£jemu sode stopnje. Delovanje
grupe S na elementu v = (v1, v2, v3) ∈ R3 vloºenem v prostor V = 1 + ve, kjer je












= 1 + (gxg∗ + d)e,













V predpisu delovanja grupe S na R3 (vselej delujemo na vloºenih vektorjih oblike
1+ve) prepoznamo predpis za direktno izometrijo v ↦→ Rv+d, kjer je grupni element























Pri pravilu za ra£unanje produkta dveh elementov S lahko opazimo, da se produkt
obna²a po na²ih pri£akovanjih glede kompozicije transformacij stanja togega telesa.
Ustrezni del, ki pripada rotacijskemu delu, se transformira po pravilih iz SO(3),
translacijski del pa se podobno transformira z veriºenjem celotne transformacije
stanja. Preden deﬁniramo prostor dualnih kvaternionov, potrebujemo ²e naslednji
izomorﬁzem
Cl(0, 2k, 1) = Cl(0, 2k, 0)⊗ D,
kjer je D kolobar dualnih ²tevil. To lahko vidimo na slede£ na£in. Zapi²imo ε kot
1 ⊗ ε in ei kot ei ⊗ 1. Izomorﬁzem podamo s predpisi ei ↦→ ei in e1 · · · e2ke ↦→ ε.
Imamo pripravljeno vso orodje za deﬁnicijo prostora dualnih kvaternionov.
V drugem poglavju smo videli, kako lahko s pomo£jo homogenih koordinat in trans-
formacijskih matrik zapi²emo transformacijo stanja togega telesa v matri£ni obliki.
Matri£ne oblike tovrstnih transformacij imajo ve£ slabosti. Glavna je ta, da sta
v splo²nem rotacijski in translacijski del gibanja strogo lo£ena. Sama konstrukcija
gibanja togega telesa se zato vselej prevede na lo£eno konstrukcijo translacijskega
dela gibanja s primerno krivuljo v R3 in krivuljo v prostoru enotskih kvaternionov
oziroma krivuljo na S3. Iz konstrukcije Cliﬀordove algebre v za£etku poglavja pa
smo videli, da lahko poi²£emo tak²ne objekte, ki bodo delovali na prostor R3 po
na²ih pri£akovanjih glede transformacije stanja togega telesa. Videli smo, da v pod-
grupi S ⊂ Cl+(0, 3, 1) najdemo elemente, ki ustrezajo takim pravilom. Delovanje te
grupe na vektorje iz R3, vloºene v prostor 1+ve, ustreza delovanjema translacijske
grupe T in rotacijske grupe SO(3). S pomo£jo izomorﬁzma Cl+(0, 3, 1) = Cl(0, 2, 1)
in zgoraj dokazane trditve o izomorfnosti Cl(0, 2, 0)⊗D = H⊗D = Cl+(0, 3, 1) smo
konstruirali prostor dualnih kvaternionov. Za laºjo berljivost zapi²imo te trditve ²e
formalno, izven konteksta Cliﬀordovih algeber.
Deﬁnicija 4.2. Ozna£imo z D mnoºico dualnih ²tevil. Dualno ²tevilo je oblike
D = d+ εd′, d, d′ ∈ R, ε2 = 0.
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Vemo, da na kvaternione lahko gledamo kot na vektorje v R4. Zapi²imo poljuben
kvaternion Q = (q0, (q1, q2, q3)T ), qi ∈ R, i = 0, 1, 2, 3. Vzemimo zdaj namesto
realnih koeﬁcientov, dualne koeﬁcienteQ0,Q1,Q2,Q3 ∈ D. Po deﬁniciji lahko vsako






0, (q1 + εq
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1, q2 + εq
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= (q0, (q1, q2, q3)















T ) kvaterniona. Dobljen objekt imenu-
jemo dualni kvaternion.
4.2 Osnovne operacije
Ozna£imo z DH mnoºico dualnih kvaternionov
DH = {Q+ εP : Q,P ∈ H, ε2 = 0}.
Ve£ina operacij v tem prostoru se naravno prenese iz prostora kvaternionov. Za laºjo
predstavo si oglejmo le, kako delujeta se²tevanje in mnoºenje v prostoru dualnih
kvaternionov. Poljuben dualni kvaternion Q ∈ DH lahko zapi²emo kot
Q = Q1 + εQ2, Q1,Q2 ∈ H.
Vsoto in produkt dveh dualnih kvaternionov Q,P deﬁniramo
Q+P = (Q1 + εQ2) + (P1 + εP2) = (Q1 + P1) + ε(Q2 + P2)
QP = (Q1 + εQ2)(P1 + εP2) = Q1P1 + ε(Q1P2 +Q2P1),
kjer smo pri deﬁniciji mnoºenja upo²tevali ε2 = 0.
Deﬁnicija 4.3. Naj bo Q = Q1 + εQ2 ∈ DH. Priredimo mu konjugirani dualni
kvaternion tipa I s predpisom
Q∗ = Q∗1 + εQ∗2,
kjer je ∗ obi£ajno konjugiranje v prostoru H.
Deﬁnicija 4.4. Konjugirani dualni kvaternion tipa II je podan s predpisom
Q = Q∗1 − εQ∗2.
Opi²imo sedaj mnoºenje v prostoru dualnih kvaternionov s pomo£jo matri£nega
ra£una. Ta korespondenca nam omogo£a tudi laºje programiranje interpolacijskih
postopkov, kjer bomo pogosto ra£unali produkt ve£jega ²tevila dualnih kvaternio-
nov. Ker je produkt v prostoru dualnih kvaternionov deﬁniran kot naravna posplo-
²itev produkta v prostoru kvaternionov, si najprej oglejmo matri£no reprezentacijo
mnoºenja v H. Naj bosta Q,P ∈ H. Njun produkt QP si lahko predstavljamo kot
linearno preslikavo predstavljeno z operatorjem Q v smeri komponent P , to pomeni,
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da lahko mnoºenje zapi²emo kot matri£no reprezentacijo kvaterniona Q pomnoºe-
nega z vektorjem komponent kvaterniona P . Zapi²imo kvaterniona glede na njun
razcep na skalarni in vektorski del kot
Q = q0 + q = (q0, (q1, q2, q3)T ),
P = p0 + p = (p0, (p1, p2, p3)T ).
Kvaternionski produkt lahko zapi²emo kot mnoºenje kvaterniona P identiﬁciranega
z vektorjem iz R4 in matriko Q deﬁnirano kot
Q :=

q0 −q1 −q2 −q3
q1 q0 q3 −q2
q2 −q3 q0 q1
q3 q2 −q1 q0
 . (4.2)
S pomo£jo zgornje matri£ne reprezentacije lahko deﬁniramo matri£ni zapis mnoºenja
v prostoru dualnih kvaternionov. Naj bosta Q = Q1 + εQ2, P = P1 + εP2 ∈
DH, P1 = (p10, (p11, p12, p13)T ), P2 = (p20, (p21, p22, p23)T ). Zapi²imo njun produkt
QP = Q1P1 + ε(Q1P2 +Q2P1)
v matri£ni obliki. Tvorimo vektor komponent kot















Uporabimo ta zapis in po analogiji matri£nega mnoºenja v prostoru kvaternionov





kjer so Q1, Q2 izra£unane kot v (4.2).
Deﬁnicija 4.5. Normo dualnega kvaterniona Q izra£unamo kot
‖Q‖2 = QQ∗.
Opazimo, da je v splo²nem norma dualnega kvaterniona dualno ²tevilo. Za
konkretne izra£une potrebujemo le kvadrat norme in smo zato pri deﬁniciji opustili
kvadratni koren dualnega ²tevila. Glede obrnljivosti elementov v DH pa znamo
povedati naslednje.
Trditev 4.6. Naj bo Q = Q + εP dualni kvaternion, za katerega velja Q ̸= 0.
Njegov inverz je podan s predpisom
Q−1(1− εPQ−1).
Dokaz. Izra£unamo produkt QQ−1 in dobimo
QQ−1 = (Q+ εP)(Q−1(1− εPQ−1))
= QQ−1(1− εPQ−1) + εPQ−1(1− εPQ−1)
= 1− εPQ−1 + εPQ−1 − ε2(PQ−1PPQ−1)
= 1.
Podobno pokaºemo, da je tudi Q−1Q = 1.
Za poljubna elementa Q,P iz mnoºice {εQ : Q ∈ H} velja QP = 0. Iz tega
sledi, da DH ni obseg.
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5 Opis gibanja togega telesa v DH
V tem pogalvju bomo spoznali, kako lahko s pomo£jo posebnega razreda dualnih
kvaternionov zapi²emo predpis za transformacijo stanja togega telesa. Stanje to-
gega telesa je enoli£no dolo£eno z matriko R ∈ SO(3), ki nam podaja referen£no
bazo {Re1, Re2, Re3} gibajo£ega se koordinatnega sistema E3, in s translacijskim
vektorjem d ∈ R3, kateri nam podaja poloºaj gibajo£ega se koordinatnega sistema,
zapisanega v bazi ﬁksnega koordinatnega sistema. Vso izpeljavo potrebnih pogojev
bomo obravnavali neodvisno od ºe dokazanega pri konstrukciji Cliﬀordove algebre
za SE(3), saj je tak pristop intuitivnej²i in nam bo v kasnej²ih poglavjih omogo£al
enostavnej²o konstrukcijo projekcij.
5.1 Transformacija stanja togega telesa
Naj bo Q ∈ DH poljuben dualni kvaternion. Zapi²imo ga kot Q = R + εD, kjer
nam R predstavlja rotacijski del gibanja, D pa translacijski del. elimo poiskati
potrebne pogoje, da bosta kvaterniona R in D dolo£ala transformacijo stanja oblike
x ↦→ Rx+ d.
Deﬁnicija 5.1. Naj bo v = (vx, vy, vz) to£ka v R3. To£ko v naravno vloºimo v
prostor dualnih kvaternionov s predpisom
v ↦→ (1, 0, 0, 0) + ε(0, vx, vy, vz) =: V.
Pripadajo£o transformacijo stanja v prostoru dualnih kvaternionov bomo iskali
s preslikavami oblike
S(v) = QVQ.
Dobljen rezultat je ponovno dualni kvaternion, katerega lahko razcepimo na tran-
slacijski in rotacijski del. S tem je transformacija stanja togega telesa tudi enoli£no
dolo£ena. Oglejmo si sedaj konstrukcijo take preslikave. Naj bo R ∈ SO(3) rota-
cijska matrika, ki ustreza referen£ni bazi togega telesa v stanju (R,d). Z inverzom
bijektivne preslikave Φ matriki R priredimo enotski kvaternion R = cos φ
2
+ u sin φ
2
.
S pomo£jo te preslikave smo rotacijski del gibanja naravno prenesli iz matri£ne grupe
SO(3) na enotsko sfero S3. Naj bo d ∈ R3 translacijski vektor. To£ko v ∈ R3 pre-
slikamo z direktno izometrijo, sestavljeno iz rotacijskega dela R in translacijskega
dela d, v to£ko Rv + d ∈ R3. Kompozicijo transformacij R in x ↦→ x + d lahko z
enostavnim zapisom predstavimo z enotskim dualnim kvaternionom. Translacijski
vektor d najprej vloºimo v prostor kvaternionov kot D = (0, d1, d2, d3). Kvaterniona
R in D komponiramo v naslednji dualni kvaternion
Q = R+ ε
2
DR. (5.1)
V primeru, ko imamo opravka s £isto rotacijo, tj. kadar je translacijski del d = 0,
dobimo iz formule Q = R ∈ H. V primeru, da imamo translacijsko gibanje pa
dobimo Q = 1 + ε
2
D, kar nam pove, da dualni kvaternion Q ustreza polovi£ni
translaciji v smeri d. O ustreznosti zgornje deﬁnicije se lahko prepri£amo z naslednjo
trditvijo.
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Trditev 5.2. Naj bo R enotski kvaternion, D pa £isti kvaternion. Potem je dualni
kvaternion Q = R+ ε
2
DR enotski dualni kvaternion.



















kjer smo na zadnjem koraku upo²tevali, da za £iste kvaternione velja D∗ = −D.
Oglejmo si sedaj obrat zgornje trditve. Denimo, da imamo dan enotski dualni
kvaternionQ = Q+εP , za katerega vemo, da ustreza transformacijam stanja togega
telesa. elimo pridobiti informacijo o rotacijskem in translacijskem delu gibanja, ki
ga ta dualni kvaternion dolo£a. Vemo, da lahko enotski dualni kvaternion, ki dolo£a
transformacijo stanja, zapi²emo v obliki Q = R + ε
2
DR. e primerjamo obe obliki





od koder lahko izrazimo predpis za D = 2PR∗ = 2PQ∗. Oglejmo si sedaj, kako
preslikava S, dolo£ena z zgornjimi pogoji, deluje na to£ko v ∈ R3, vloºeno v prostor
dualnih kvaternionov s predpisom v ↦→ 1 + ε(0,v) ∈ DH. Transformacijsko formulo
v bolj pregledni obliki dobimo s konjugacijo
























= 1 + ε(RVR∗ +D).
Iz poglavja o kvaternionih prepoznamo formulo za rotacijo to£ke preko enotskega
kvaterniona, to je preslikave V ↦→ RVR∗. Zarotirano to£ko nato transliramo v smeri
£istega kvaterniona D. Iz dualnega dela dobljenega dualnega kvaterniona izlo£imo
predpis za kompozicijo rotacije in translacije
v ↦→ Rv + d, R ∈ SO(3), d ∈ R3.
V primeru, ko v transformaciji stanja translacija d nastopa pred rotacijo R, lahko
tvorimo dualni kvaternion




Podobno lahko pokaºemo, da za tak²no transformacijo velja




























= 1 + ε(RDR∗ +RVR∗)
= 1 + εR(V +D)R∗.
Vidimo, da tako deﬁniran dualni kvaternion ustreza transformaciji oblike v ↦→ R(v+
d).
Oglejmo si, kako je v primeru veriºenja transformacij stanj. Najprej potrebujemo
dejstvo, da je produkt enotskih dualnih kvaternionov spet enotski dualni kvaternion.
Vzemimo Q1,Q2 ∈ DHe. Izra£unamo normo
‖Q1Q2‖2 = (Q1Q2)(Q1Q2)∗ = Q1Q2Q∗2Q∗1 = 1.
Iz tega sklepamo, da lahko kompozicijo transformacij zapi²emo kot produkt pripada-
jo£ih enotskih dualnih kvaternionov. To£ko v, preslikano z zaporedjem transformacij
Q0, . . . ,Qn, lahko zapi²emo kot
1 + εV ′ = Qn(Qn−1 · · · (Q0(1 + εV)Q0) · · ·Qn−1)Qn.
e ozna£imo X = Qn · · ·Q0 ∈ DHe, lahko zgornjo kompozicijo transformacij zapi-
²emo kot
1 + εV ↦→ X(1 + εV)X.
Opomba 5.3. Enotski dualni kvaternionQ = R+ ε
2










V zgornjem izrazu lahko prepoznamo kompozicijo rotacije, dolo£ene z enotskim kva-
terniom R in translacije, dolo£ene z vloºitvijo vektorja d v prostor dualnih kvater-
nionov.
Oglejmo si sedaj povezavo med transformacijo stanja, zapisanega v prostoru du-
alnih kvaternionov, in homogenimi 4×4 matrikami, deﬁniranimi v drugem poglavju.
Zapi²imo dualni kvaternion Q = Q+ εP . Vemo, da lahko rotacijski del transforma-
cije reprezentirane z dualnim kvaternionom Q zapi²emo po komponentah kot











kjer je φ kot rotacije okoli osi u. Translacijski del lahko zapi²emo v kvaternionski
obliki kot
















0 0 0 1
 ,
kjer je Φ kinemati£na preslikava deﬁnirana v razdelku 2.3.1.
5.2 Studyjeva kvadrika
Stanje togega telesa bomo od zdaj naprej ozna£evali z objekti oblike
Q˜ = (R,d) ∈ He × R3.
Iz konteksta bo nato razvidno, za katero reprezentacijo posami£nih komponent gre.
V splo²nem enotske kvaternione pri konkretnem ra£unanju reprezentiramo z vektorji
v R4, ra£unamo pa matri£no z izpeljanimi formulami iz £etrtega poglavja. Naj bo
za£etno stanje togega telesa podano z
(R,d) = ((1, 0, 0, 0), (0, 0, 0)) ∈ He × R3.




0 0 0 1
 .
Poi²£imo mnoºico dualnih kvaternionov, ki ustreza preslikavam take oblike. Zaradi
pogoja (5.1) ºe vemo, da je potreben pogoj, da bo dualni kvaternion Q ustrezal
transformaciji stanja togega telesa, da je Q enotski dualni kvaternion. Ker je norma
dualnega kvaterniona v splo²nem dualno ²tevilo, lahko pogoj enotskosti zapi²emo v
obliki
‖Q‖2 = ‖Q+ εP‖2 = QQ∗ + ε(QP∗ + PQ∗) = 1.
Iz tega takoj sledi pogoj QP∗ + PQ∗ = 0. Zapi²imo ti zahtevi v nekoliko bolj
formalni obliki.
Deﬁnicija 5.4. Mnogoterost S ⊂ R8, podano z naslednjima relacijama v standar-
dnem ogrodju prostora (q0, q˜, p0, p˜) ⊂ R8,
S = {(q0, q˜, p0, p˜) ∈ R8 : q20 + ‖q˜‖ = 1, q˜ · p˜ = 0},
imenujemo Studyjeva kvadrika. Dualni kvaternioni, ki leºijo na Studyjevi kvadriki,
ustrezajo transformacijam stanj togih teles.
Pri konstrukciji interpolacijske krivulje najprej tvorimo zaporedje to£k na Stu-
dyjevi kvadriki, ki jih ºelimo interpolirati. Ker pri konstrukciji pogosto za£enjamo z
lo£enimi podatki za rotacijski in translacijski del gibanja, potrebujemo ustrezno pre-
slikavo, s katero dobimo enotski dualni kvaternion Q ∈ S, ki ustreza transformaciji
dolo£eni z doti£nim rotacijskim in translacijskim delom.
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Deﬁnicija 5.5. Naj bo d ∈ R3 in R ∈ He. Preslikavo
Θ : He × R3 → S, (R,d) ↦→ R+ ε
2
DR
imenujemo Studyjeva kinemati£na preslikava in je glavno orodje pri tvorbi interpo-
liranih vrednosti pri konstrukciji interpolacijskih krivulj gibanja.
5.3 Odvod krivulje gibanja togega telesa
Denimo, da ºelimo poleg pozicij togega telesa interpolirati tudi kotno hitrost in
translacijsko hitrost izhodi²£a skozi dano zaporedje parametrov
a = t0 < t1 < · · · < tn = b, ti ∈ R.
Vemo, da krivuljo gibanja v prostoru dualnih kvaternionov Γ : [t0, tn] → DH z
rotacijskim delom R : [a, b] → S3 in translacijskim delom d : [a, b] → R3 zapi²emo
kot
Γ(t) = R(t) + ε
2
D(t)R(t),










Po (3.4) vemo, da za odvod enotskega kvaterniona velja R˙ = 1
2
(0,ω)R, kjer je
ω vektor kotne hitrosti. e to vstavimo v zgornji izraz in upo²tevamo D˙(t) =












e torej poznamo vrednosti ω(t) in V(t) za nek diskretni nabor parametrov (ti)ni=0,
lahko konstruiramo gibanje togega telesa, kjer v interpolacijskih to£kah zahtevamo
pogoje tudi na odvod krivulje, to je na kotne hitrosti in na hitrost gibanja izhodi²£a
gibajo£ega se koordinatnega sistema. Za na² interpolacijski problem to pomeni, da
bomo za dano zaporedje stanj togega telesa (Qi)ni=0 = (Ri+ ε2DiRi)ni=0 imeli dodatne
pogoje tudi na odvod interpolacijske krivulje gibanja. Uvedimo oznako (Qi˙ )ni=0, kjer
dualni kvaternion Q˙i identiﬁciramo z vrednostmi (0,ωi) in Vi. Ob danem vektorju











, Vi = (0,vi).
Interpolacijski problem se nato prevede na klasi£no interpolacijo vrednosti in odvo-
dov v evklidskem prostoru R8, kjer lahko uporabimo na primer Newtonovo interpola-
cijsko shemo na zaporedjih (Qi)ni=0 in (Q˙i)
n
i=0, katero bomo spoznali v nadaljevanju.
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5.4 Konstrukcija dualnega kvaterniona iz vija£nih koordinat
V drugem poglavju smo spoznali Chaslesov izrek, ki pravi, da lahko vsako trans-
formacijo stanja togega telesa zapi²emo kot rotacijo okoli enoli£no dolo£ene vija£ne
osi in translacije v smeri te osi. Oglejmo si, kako lahko s pomo£jo vija£nih koor-
dinat pridobimo dualni kvaternion, ki ustreza transformaciji dolo£eni z vija£nimi
koordinatami.
Deﬁnicija 5.6. Plückerjeve koordinate premice L so deﬁnirane kot dvojica (ℓ,m) ∈
R3 × R3, kjer je ℓ enotski vektor v smeri osi, m = p × ℓ, kjer je p poljubna to£ka
na L, pa moment osi.
Opomba 5.7. Moment osi je neodvisen od to£ke p. e je namre£ p′ neka druga
to£ka na premici, potem velja
p′ × ℓ = (p+ (p′ − p))× ℓ
=m+ λℓ× ℓ
=m.
Norma momenta ‖m‖ nam podaja razdaljo vija£ne osi od izhodi²£a ﬁksnega
koordinatnega sistem, saj za najbliºjo to£ko p∗ na vija£ni osi velja
p∗ = (ℓ · ℓ)p− (ℓ · p)ℓ
= ℓ× (p× ℓ)
= ℓ×m.
Naj bo Q ∈ S transformacija stanja togega telesa. Vsako transformacijo lahko
identiﬁciramo z dvojico (R,d). Po Chaslesovem izreku vemo, da obstaja enoli£no
dolo£ena os L, da lahko transformacijo Q = τ(Q) ∈ SE(3), kjer je τ : S → SE(3)
bijekcija, zapi²emo kot
Qx = RL,φx+ ψℓ,
kjer smo z ℓ ozna£ili smerni vektor vija£ne osi L, s φ kot rotacije in s ψ koli£ino
translacije v smeri ℓ. Ker vija£na os v splo²nem ne poteka skozi izhodi²£e, samo
z izbiro vektorja ℓ ²e ni enoli£no dolo£ena. Potrebujemo ²e dodatno informacijo
o njenem poloºaju glede na ﬁksni koordinatni sistem. Na tem mestu deﬁnirajmo
ψ = d · ℓ. Vrednost ψ nam predstavlja koli£ino translacije v smeri vija£ne osi.
Deﬁnicija 5.8. Naj bo S = ℓ + εm in φˆ = φ + εψ. Par (S, φˆ) imenujemo vija£na
koordinata transformacije stanja togega telesa.
Naj bo Q = R+ εP ∈ S poljubna transformacija stanja togega telesa. Poi²£imo
vija£ne koordinate pripadajo£e tej transformaciji. Iz rotacijskega dela R lahko poi-
²£emo ℓ in φ, da velja






Translacijski vektor D = (0,d) dobimo iz zveze D = 2PR∗. Koli£ino ψ izra£unamo
kot
ψ = d · ℓ = (2PR∗) · (0, ℓ).
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V£asih pa nas zanima tudi obrat tega izra£una, torej kako iz vija£nih koordinat kon-
struirati enotski dualni kvaternion, ki predstavlja transformacijo dolo£eno z (S, φˆ).
Trditev 5.9. Naj bodo (ℓ,m, φ, ψ) vija£ne koordinate transformacije stanja. Dualni








kjer je S = ℓ + ε(m × ℓ), φˆ = φ + εψ, ustreza transformaciji stanja dolo£eni z
vija£nimi koordinatami (ℓ,m, φ, ψ).
Dokaz. Ena£bo (5.2) pomnoºimo s sin φ
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To vstavimo v levo stran ena£be (5.4) in sestavimo pripadajo£ dualni kvaternion




























































Zadnji izraz lahko poenostavimo z upo²tevanjem trigonometri£nih funkcij dualnih



























pri £emer do formul pridemo z razvojem funkcij sin, cos v Taylorjevo vrsto. Za dokaz

















Po konstrukciji je Q enotski kvaternion in ustreza transformaciji stanja dolo£eni z
rotacijo za kot φ okoli osi ℓ+ εm in translacijo ψℓ.
Slika 7: Primer vija£ne transformacije stanja.
Primer vija£ne transformacije stanja si lahko ogledamo na sliki 7.
5.5 Bijektivne korespondence
Tekom dela smo spoznali razli£ne reprezentacije ekvivalentnih objektov, ki dolo£ajo
transformacije stanj togih teles. Kadar ºelimo konstruirati neko gibanje, imamo
seveda izbiro, v katerem za£etnem prostoru bomo dolo£ili na²e parametre. Tudi
izbira ciljnega prostora, kjer se nato krivulja gibanja konstruira, je prepu²£ena po-
samezniku. Za konkretnej²i zapis si oglejmo spodnji diagram razli£nih bijektivnih









SE(3) δ →→ (He,H)
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Posamezne preslikave so podane s predpisi





ψ : He ×H→ SO(3)× R3, ψ(Q,D) = (Φ(Q),d) , Φ : R4 → SO(3)
η : SO(3)× R3 → S, η(R,d) = Φ−1(R) + ε
2
DΦ−1(R), D = (0,d) ∈ H
ι : S → He ×H, ι(R+ εP) = (R, 2PR∗)






Bijektivne preslikave med razli£nimi prostori so za konstrukcijo gibanja ugodne, saj
nam omogo£ajo lo£eno deﬁnirati rotacijski in translacijski del stanja v prostorih,
kjer je interpretabilnost objektov ve£ja. Sam dualni kvaternion oziroma ºe enotski
kvaternion je teºko interpretirati na podlagi komponent. Zato pri konstrukciji gi-
banja pogosto za£nemo s parom (R,d) ∈ SO(3) × R3 in ga preslikamo v primerni
prostor, kjer izvajamo interpolacijske postopke. Redko se posluºimo ºe za£etnega
zaporedja v prostoru enotskih dualnih kvaternionov, saj je brez bijektivnih preslikav
teºko deﬁnirati enotski dualni kvaternion, ki ustreza ºelenemu stanju.
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6 Potrebna sredstva iz teorije interpolacije
Pri konstrukciji gibanja ºelimo v splo²nem dose£i neko pri£akovano obliko. Bodisi
ºelimo, da se translacijska krivulja £im bolj prilagaja na²im ºeljam, bodisi ºelimo,
da je potovanje in vrtenje togega telesa v skladu s predpisanimi to£kami skozi nek
£asovni interval. Konkreten zapis take krivulje lahko dobimo tako, da si najprej
pripravimo ºeleno zaporedje stanj (Qi)
n
i=0 iz primernega prostora S, v katerih ºe-
limo, da se togo telo popolnoma ujema z na²imi pri£akovanji glede samega gibanja.
Nato poi²£emo krivuljo, ki na diskretni mnoºici parametrov poteka ravno skozi ta
stanja. To nas pripelje do problema interpolacije stanj togega telesa. Deﬁnirajmo
²e splo²ni problem interpolacije na naslednji na£in. Naj bodo elementi s1, . . . , sn
baza n dimenzionalnega vektorskega prostora V . Poljuben element iz tega prostora




αisi, αi ∈ R.
Interpolacijski problem je za vektor znanih vrednosti v = (vi)
n
i=1 dolo£iti primerne
skalarje na na£in, da za pripadajo£i s velja λi(s) = vi, kjer so (λi)ni=1 linearni funk-
cionali na Lin{s1, . . . , sn}. V primeru, ko so skalarji (αi)ni=1 za vsak nabor podatkov
v dolo£eni enoli£no, govorimo o korektnem interpolacijskem problemu. V na²ih
primerih bodo te to£ke v splo²nem stanja togih teles, lahko pa tudi rotacijske ma-
trike ali navadne to£ke v prostoru R3. Tekom dela se bomo ukvarjali s polinomsko
interpolacijo, kjer je V = Pn = Lin{1, x, x2, . . . , xn} in λif = f(xi) za neke
a = x0 < x1 < . . . < xn = b, [a, b] ⊂ R.
Za enostaven zapis interpolacijskega polinoma bomo potrebovali naslednjo deﬁnicijo.
Deﬁnicija 6.1. Naj bodo dane to£ke
a = x0 < x1 < . . . < xn = b, [a, b] ⊂ R.





xi − xj , i = 0, 1, . . . , n.
Zlahka se lahko prepri£amo, da velja Li(xj) = δi,j.
Interpolacijski polinom v Lagrangeevi obliki, ki interpolira vrednosti funkcije f





Enostavno lahko interpolacijski polinom v eni dimenziji posplo²imo na poljubne
polinomske krivulje v Rd.
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Deﬁnicija 6.2. Polinomska krivulja v Rd je parametri£na krivulja
γ(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xd(t)) ,
kjer so vse njene komponente polinomi v spremenljivki t.
Deﬁnicija 6.3. Stopnja polinomske krivulje je maksimalna stopnja njenih koordi-
natnih polinomov.
V na²em primeru imamo slede£ interpolacijski problem. Naj bodo (Xi)
n
i=0 to£ke
v R8. Konstruirajmo zaporedje parametrov (ti)ni=0, kjer velja t0 < t1 < · · · < tn.
elimo poiskati tak²no polinomsko parametri£no krivuljo Γ : [t0, tn] → R8, da bo
veljalo
Γ(ti) = Xi, i = 0, . . . , n.
O obstoju in enoli£nosti take krivulje lahko povemo naslednje.
Trditev 6.4. Naj bo dano zaporedje to£k (Xi)
n
i=0 ∈ Rd in £asov (ti)ni=0, t0 < t1 <
. . . < tn. Tedaj obstaja enoli£no dolo£ena polinomska krivulja stopnje n, γ :
[t0, tn]→ Rd, za katero velja
γ(ti) = Xi, i = 0, . . . , n.
Dokaz. Za dokaz zado²£a pokazati primer d = 1, izrek lahko potem enostavno po-
splo²imo po komponentah parametri£no podane krivulje. Dokaºimo najprej obstoj
takega polinoma. I²£emo
p(t) = ant
n + an−1tn−1 + . . .+ a1t+ a0.




































Matrika sistema je Vandermondova matrika. Ozna£imo jo z Vn(t0, . . . , tn). Zanjo
velja
det(Vn(t0, . . . , tn)) =
∏
i ̸=j
(ti − tj) ̸= 0,
kar dokazuje obstoj v na²em primeru, saj je zaporedje (ti)ni=0 strogo nara²£ajo£e.
Pokaºimo ²e enoli£nost. Naj bosta f in g dva polinoma stopnje n, ki interpolirata
n+ 1 to£k (xi)ni=0. Polinom p = f − g ima n+ 1 ni£el saj f in g interpolirata n+ 1
to£k in se torej na tej mnoºici ujemata. To pomeni, da je p polinom stopnje n z
n + 1 ni£lami, kar je moºno le v primeru, ko je p(x) = 0, ∀x ∈ [t0, tn]. Sledi, da
f ≡ g.
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6.1 Deljene diference in Newtonova oblika polinoma
Lagrangeeva oblika interpolacijskega polinoma ima ve£ omejitev. Med njimi je
glavna omejitev nezmoºnost interpolacije odvodov, saj lahko z Lagrangevo inter-
polacijo interpoliramo le vrednosti neke funkcije f . e ºelimo interpolirati tudi
odvode, kar se v primeru togih teles pogosto odraºa kot interpolacija kotne hitrosti
in translacijske hitrosti izhodi²£a, potrebujemo alternativno obliko interpolacijskega
polinoma.
Deﬁnicija 6.5. Naj bo p ∈ Pk interpolacijski polinom stopnje ≤ k, ki se ujema s
funkcijo f v to£kah x0, . . . , xk. Vodilni koeﬁcient polinoma p ozna£imo z [x0, . . . , xk]f
in ga imenujemo k-ta deljena diferenca funkcije f na to£kah {x0, x1, . . . , xk}.





(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)[x0, . . . , xi]f.
Potrebujemo ²e na£in, kako u£inkovito izra£unati deljene diference v deﬁniciji New-
tonovega interpolacijskega polinoma.
Izrek 6.6 ([10, poglavje 3.2]). Naj bo f ∈ Ck([a, b]) in
xj ∈ [a, b], j = i, i+ 1, . . . , i+ k.
V primeru, ko so interpolacijske to£ke enake, tj. xi = xi+1 = . . . = xi+k, je




e xr ̸= xs, pa je
[xi, . . . , xi+k]f =
[xi, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xi+k]f − [xi, . . . , xr−1, xr+1, . . . , xi+k]f
xr − xs .
Kadar ºelimo interpolirati zaporedje to£k (xi)ni=0 na neki mnogoterosti G preko
danega zaporedja parametrov t = (ti)ni=0 s polinomskimi komponentnimi funkcijami,
je zelo pomembna izbira primernega zaporedja t. Poznamo ve£ na£inov, najpogo-
steje pa se posluºimo ene izmed naslednjih oblik parametrizacij:
enakomerna: t0 = 0, ti = ti−1 + 1, i = 0, 1, . . . , n,
tetivna: t0 := 0, ti = ti−1 + ‖xi − xi−1‖, i = 1, 2, . . . , n,
centripetalna: t0 := 0, ti = ti−1 +
√
‖xi − xi−1‖, i = 1, 2, . . . , n.
V primerih se bomo zaradi enostavnosti najpogosteje posluºili enakomerne parame-
trizacije. V splo²nem lahko deﬁniramo α - parametrizacijo kot
ti = ti−1 + ‖xi − xi−1‖α, i = 1, . . . , n.
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Slika 8: Primeri razli£nih parametrizacij
6.2 Konstrukcija translacijskega dela gibanja
Zdaj ko imamo pripravljeno osnovno orodje za konstrukcijo interpolacijskih krivulj
v R8, se za kratek £as posvetimo lo£eni konstrukciji translacijskega dela gibanja.
Spoznali smo, da je translacijski del gibanja podan s prostorsko parametri£no krivu-
ljo γ : [t0, tn] → R3 po kateri 'potuje' gibajo£ se koordinatni sistem. Ker gre v tem
primeru za klasi£en interpolacijski problem, je na razpolago veliko razli£nih inter-
polacijskih postopkov. Sami bomo pokazali enostavno konstrukcijo, kjer poleg to£k
interpoliramo tudi tangetne vektorje translacijskega dela gibanja. Opomnimo, da
to ni enakovredno interpolaciji translacijskih hitrosti gibanja. Opi²imo na² problem
v splo²nosti. Naj bodo {x0,x1, . . . ,xn} ⊂ R3 to£ke in {v0,v1, . . . ,vn} ⊂ R3 smeri
tangent, katere ºelimo interpolirati. Nad parametrizacijskim intervalom [t0, t2n+1]
deﬁnirajmo zaporedje parametrov
t0 = t1 < t2 = t3 < · · · < t2n = t2n+1.
elimo, da za translacijsko krivuljo gibanja γ : [t0, tn]→ R3 velja
γ(t2i) = γ(t2i+1) = xi,
γ′(t2i) = γ′(t2i+1) = vi, i = 0, 1, . . . , n.
Zahtevamo ujemanje poloºaja in tangentnega vektorja interpolacijske translacijske
krivulje v parametru t2i. Po komponentah re²imo interpolacijski problem in dobimo
polinomsko parametri£no krivuljo γ : [t0, tn]→ R3, podano s predpisom






(t− t0)(t− t1) . . . (t− tj−1)[t0, . . . , tj]fi,
kjer velja [t2j]fi = xij in [t2j, t2j+1]fi = v
i
j, kjer x
i ozna£uje i-to komponento vektorja.
Primer 6.7. Naj bodo x0 = (0, 0, 0)T ,x1 = (0, 2, 1)T ,x2 = (1, 1, 1)T ,x3 = (3, 0, 1)T
to£ke v prostoru. Primer konstrukcije tak²ne krivulje je podan na sliki 9.
Slika 9: Primer translacijske krivulje.
6.3 Bézierjeve krivulje
V tem razdelku si bomo ogledali nekaj osnovnih lastnosti Bézierjevih krivulj. Te
krivulje bomo pogosto uporabljali, kadar nas ne bo zanimala interpolacija vseh stanj
togega telesa in se bomo zadovoljili le s pribliºno aproksimacijo ºelenega gibanja.
Spomnimo se naslednje deﬁnicije.






ti(1− t)n−i, t ∈ [0, 1], i = 0, . . . , n.







imenujemo Bézierjeva krivulja stopnje n.
To£ke bj imenujemo Bézierjeve kontrolne to£ke, poligon, ki jih povezuje, pa
Bézierjev kontrolni poligon. Za izra£un to£ke na Bézierjevi krivulji pri parametru t
si lahko pomagamo z de Casteljaujevim algoritmom, ki je bil predstavljen v poglavju
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2.4.1. V primeru evklidskega prostora algoritem zavzame naslednjo obliko. Podane
so to£ke bi ∈ Rd, i = 0, 1, . . . , n, in t ∈ R. Izra£unaj
bri (t) = (1− t)br−1i (t) + tbr−1i+1 (t), r = 1, 2, . . . , n, i = 0, 1, . . . , n− r,
kjer je b0i = bi. Potem je b
n
0 (t) to£ka na Bézierjevi krivulji b
n pri vrednosti para-
metra t. To dokaºemo z naslednjim izrekom
Izrek 6.10. Vmesne to£ke de Casteljaujevega algoritma, tj. to£ke bri (t), lahko izra-






j (t), r = 0, 1, . . . , n, i = 0, 1, . . . , n− r.
V primeru r = n dobimo






kar je pa ravno deﬁnicija Bézierjeve krivulje.
Dokaz. Dokaz poteka induktivno. Za r = 0 ena£ba velja po deﬁniciji Bernsteinovih
polinomov. Predpostavimo veljavnost ena£be za r − 1 ter uporabimo rekurzivno
deﬁnicijo za bri ter zvezo
Bni (t) = (1− t)Bn−1i (t) + tBn−1i−1 (t).
Ra£unamo in dobimo











































6.4 Ponovitev teorije zlepkov
V prej²njih razdelkih smo si ogledali nekaj preprostih interpolacijskih shem, katere
bomo kasneje uporabili pri konstrukciji krivulj v prostoru enotskih dualnih kvater-
nionov. Teºave takih interpolacijskih shem pa nastopijo, kadar imamo opravka z
velikim ²tevilom stanj, katera ºelimo interpolirati. V na²em primeru namre£ za za-
poredje enotskih dualnih kvaternionov dolºine n+1 dobimo interpolacijski polinom
stopnje n. e ºelimo interpolirati kompleksno gibanje, je lahko n zelo hitro prevelik
za u£inkovite izra£une. Teºavi se lahko izognemo z uporabo odsekoma polinomskih
krivulj. V tem poglavju si bomo najprej ogledali preprosto konstrukcijo najbolj raz-
²irjenih - kubi£nih zlepkov in njihovo konstrukcijo posplo²ili na na² modelni prostor
R8. V nadaljevanju bomo rezultate raz²irili na sestavljene Bézierjeve krivulje.
Deﬁnicija 6.11. Odsekoma polinomska funkcija stopnje n nad intervalom delitve
t = (ti)
n
i=0 je taka polinomska funkcija, za katero velja
f |(ti,ti+1) ∈ Pn, ∀i = 0, 1, . . . , n− 1.
Naj bo [a, b] ⊂ R dan interval in t = (ti)ni=0 njegova delitev
a = t0 < t1 < . . . < tn = b.
To£ke ti imenujemo sti£ne to£ke, saj se v njih stikajo nosilci polinomskih delov.
Velikost posami£nega podintervala ozna£imo z ∆ti = ti+1 − ti, najve£ji podinterval




Vpeljimo prostor zlepkov stopnje k. Gre za prostor odsekoma polinomskih funkcij,
kjer se v sti£nih to£kah polinomski odseki stikajo z najvi²jo moºno stopnjo gladko-
sti. Prostor zlepkov ozna£imo z Sk := Sk,t, kjer smo posebej izpostavili odvisnost
prostora od zaporedja sti£nih to£k. Za dimenzijo prostora zlepkov velja
dimSk,t = n(k + 1)− (n− 1)k = n+ k.
Za izraºavo odsekoma polinomskih funkcij bomo v tem delu uporabili dva zelo na-
ravna pristopa. Najprej bomo to naredili odsekoma, s konstrukcijo polinomskih
delov po podintervalih, kasneje pa tudi z uporabo primerne baze prostora.
Vpeljimo sedaj pojem kubi£nega zlepka. Kubi£ni zlepki so odsekoma polinomske
funkcije, ki jih v praksi sre£amo najpogosteje. Z razmeroma nizko stopnjo polinom-
skih odsekov omogo£ajo zelo veliko ﬂeksibilnost. Naj bo [a, b] interval in t delitev
intervala. Kubi£ni zlepek f ∈ S3,t je dvakrat zvezno odvedljiva funkcija, ki je na
vsakem od podintervalov (ti, ti+1) polinom stopnje ≤ 3. Izpeljimo lokalno izraºavo
kubi£nega zlepka. I²£emo kubi£ni zlepek, ki se v parametrih ti ujema z danimi
vrednosti xi. Izrazimo ga odsekoma - po polinomskih delih. Naj bo [ti, ti+1] dani
podinterval in polinom pi ∈ P3 skr£itev zlepka na ta podinterval. Ker ºelimo uje-
manje v kraji²£ih, mora za iskan odsek zlepka pi veljati
pi(ti) = xi, pi(ti+1) = xi+1, i = 0, 1, . . . , n− 1.
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Imamo pa ²e dva svobodna parametra. Za zlepek si vsekakor ºelimo vsaj C1 zveznost




neodvisno od izbrane vrednosti odvoda. To lahko doseºemo z izbiro
p′i(ti) = si, p
′
i(ti+1) = si+1,
























, i = 1, 2, . . . , n− 1.
Posplo²imo to konstrukcijo na na² modelni prostor R8. Denimo, da za dano zapo-




k=1, in parametrov (ti)
n
i=0 i²£emo tako interpolacijsko
krivuljo Q : [t0, tn]→ R8, da zanjo velja
Q(ti) = Qi, i = 0, 1, . . . , n.
Odsek komponentne funkcije krivulje Q, ozna£imo ga z Qki , kjer je i odsek krivulje,
k pa indeks komponentne funkcije, lahko izrazimo v Newtonovi obliki kot
Qki (t) = q
k









V na²em primeru ºelimo interpolirati zaporedje stanj togega telesa (Qi)ni=0 in za-
poredje odvodov krivulje gibanja. Ozna£imo to zaporedje z (Q˙i)
n
i=0. Konstruirali
bomo gibanje s kubi£nim zlepkom na intervalu [t0, tn]. V zgornji interpolacijski
shemi je potrebno dore£i ²e izbiro odvodov. Iz poglavja 5.3 vemo, da lahko iz da-
nega zaporedja kotnih in translacijskih hitrosti (ωi,vi)ni=0 konstruiramo zaporedje
(Q˙i)
n
i=0. To se prevede na Hermitovo interpolacijsko shemo, katero smo ºe spo-
znali pri konstrukciji translacijskega dela gibanja. V tem primeru za vrednosti si
vzamemo komponente Qi˙ .
6.5 Zlepki Bézierjevih krivulj
Tudi pri konstrukciji gibanja togega telesa velja, da imajo Bézierjeve krivulje nekaj
omejitev. Za konstrukcijo bolj zapletenih gibanj togih teles bi potrebovali krivulje
zelo visokih stopenj, pri tem pa bi dosegli le interpolacijo stanj v robnih to£kah.
Zato je naravna raz²iritev tega uporaba sestavljenih Bézierjevih krivulj. Gre za
odsekoma polinomske krivulje nizkih stopenj, kjer je vsak odsek predstavljen z Bé-
zierjevo krivuljo. Za konstukcijo sestavljene krivulje potrebujemo pogoje gladkosti,
ki jim morata sti£na odseka zado²£ati. Oglejmo si to na primeru dveh Bézierjevih
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krivulj. Naj bosta S0 in S1 Bézierjevi krivulje stopnje n s kontrolnima poligonoma
{b0, . . . ,bn} ter {bn, . . . ,b2n}. Ker se morata robni to£ki ujemati, imamo ºe zve-
znost, saj o£itno velja.
S0(1) = S1(0) = bn.
O pogojih gladkosti pa ve£ v naslednjem izreku.
Izrek 6.12. Bézierjevi krivulji, deﬁnirani nad intervaloma [t0, t1] in [t1, t2], s kon-
trolnima poligonoma {b0, . . . ,bn} ter {bn, . . . ,b2n} sta r−krat zvezno odvedljivi v
t = t1 natanko takrat, ko velja
bn+i = b
i
n−i(t), i = 0, 1, . . . , r,
kjer je t = (t2−t1)




Zgornji izrek nam pove, da nam de Casteljaujev algoritem naravno priskrbi tudi
pogoje gladkosti med sosednjimi Bézierjevimi krivuljami. Navedimo ²e en uporaben
pogoj za r−kratno zvezno odvedljivost zlepka Bézierjevih krivulj pri parametru t1.
Za i = 0, 1, . . . , r se morata i−ta odvoda na krivulji S0 ter S1 ujemati pri parametru
















∆ibn, i = 0, 1, . . . , r,




















Ta zveza ima tudi zelo zanimivo geometrijsko interpretacijo. Zveznost zagotovimo
s tem, da imata obe Bézierjevi krivulji skupno zadnjo in prvo kontrolno to£ko. Pri
C1 gladkosti zahtevamo, da velja
1
∆t0
(bn − bn−1) = 1
∆t1
(bn+1 − bn).
To pomeni, da morajo biti kontrolne to£ke {bn−1,bn,bn+1} kolinearne in v razmerju




7 Interpolacija to£k v DH
To poglavje predstavlja osrednji del magistrskega dela, kjer bodo prikazane razli£ne
metode za konstrukcijo interpolacijskih krivulj na mnogoterosti S. Posvetili se bomo
trem razli£nim pristopom in jih vselej ponazorili z razli£nimi zgledi na primerljivih
vhodnih podatkih interpolacijskega postopka, kjer bo le to mogo£e. To nam bo
omogo£alo, da bomo lahko enostavno primerjali razli£ne krivulje gibanja med se-
boj. Za za£etek si oglejmo primer konstrukcije preko posplo²itve de Casteljaujevega
algoritma na S, katerega smo v splo²ni obliki spoznali v drugem poglavju.
7.1 De Casteljaujev algoritem na Studyjevi kvadriki
S pomo£jo posplo²enega de Casteljaujevega algoritma si bomo ogledali preprosto
konstrukcijo interpolacijskih krivulj na Studyjevi kvadriki S. Geometrijska intuicija
v ozadju tega postopka je podobna, kakor pri krivuljah Slerp na S3. Gre za zaporedje
linearnih interpolantov na S, oziroma geodetskih krivulj na S. Po analogiji deﬁni-
cije krivulje Slerp, tudi v prostoru dualnih kvaternionov deﬁniramo njeno naravno
posplo²itev.
Trditev 7.1. Geodetska krivulja med enotskima dualnima kvaternionoma P,Q je
dana s predpisom
Sclerp(P,Q; t) = P(P−1Q)t.
Spomnimo se na vija£ne koordinate transformacije stanja. Podamo jih z dvojico
dualnega vektorja S in dualnega kota φˆ. Pri konkretnem izra£unu Sclerpa potrebu-
jemo dejstvo, da za dualne kvaternione, ki ustrezajo vija£ni transformaciji dolo£eni




















in je zato potenca dualnega kvaterniona Qt enaka













Krivulja Sclerp opi²e gibanje telesa, kjer kot rotacije in koli£ina translacije v smeri
vija£ne osi linearno nara²£ata v parametru t. Osnovna ideja v ozadju vija£ne line-
arne interpolacije je ta, da lahko robno to£ko geodetske krivulje izrazimo na na£in,
kakor bi v evklidskem prostoru izrazili to£ko glede na krajevni vektor za£etne to£ke
in smerni vektor med kraji²£ema geodetske krivulje. To pomeni, da lahko zapi²emo
Q2 = Q1(Q
−1
1 Q2), kar pomeni, da se iz poloºaja Q1 premaknemo v smeri trans-
formacije iz poloºaja Q1 v Q2. Z uporabo poslo²itve de Casteljaujevega algoritma
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lahko deﬁniramo interpolacijsko krivuljo v prostoru dualnih kvaternionov. Naj bodo
Q0, . . . ,Qn ∈ S stanja togega telesa identiﬁcirana s pripadajo£imi dualnimi kvater-
nioni. To£ko na krivulji Γ : [0, 1]→ DH, ki interpolira to£ki Q0 in Qn deﬁniramo z
zaporedjem ve£kratnih linearnih interpolacij na Studyjevi kvadriki. Zapi²imo algo-
ritem s pomo£jo psevdokode.
Algoritem 1 De Casteljaujev algoritem na Studyjevi kvadriki
1: procedure De Casteljau(Q1, . . . ,Qn, t)
2: for i = 0, . . . , n do
3: α0i = Qi
4: end for
5: for j = 1, 2, . . . , n do
6: for i = 0, 1, . . . , n− j do









Oglejmo si odvod krivulje Sclerp(·, ·; t). Najprej si oglejmo odvod preslikave





























= log(Q)Qt = Qt log(Q),
kjer v zadnjem koraku uporabimo komutativnost elementov log(Q) in Qt. Od tod
sledi, da je odvod krivulje Sclerp enak
d
dt
Sclerp(Q1,Q2; t) = Q1(Q−11 Q2)
t log(Q−11 Q2).
Predpostavimo gibanje telesa, kjer je ω(t) = c ∈ R3 in v(t) = v ∈ R3. Takemu
gibanju pravimo vija£no gibanje, elementu V(t) = ((0,ω(t)),V(t)) pa zasuk. Po-
dobno kot smo ºe ugotovili pri rotacijskem gibanju pri konstantni kotni hitrosti,








7.2 Algebrai£na projekcija na Studyjevo kvadriko
Oglejmo si sedaj nekoliko druga£en pristop k interpolaciji enotskih dualnih kvater-
nionov, ki zado²£ajo relacijam Studyjeve kvadrike. Naj bo dano zaporedje enotskih
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kvaternionov Ri ∈ He in to£k di ∈ R3, i = 0, 1, . . . , n. To£ke vloºimo v prostor
kvaternionov s predpisom
di ↦→ (0,di) = Di.
Z uporabo Studyjeve kinemati£ne preslikave tvorimo zaporedje enotskih dualnih
kvaternionov
Qi = Ri + ε
2
DiRi ∈ S.
Vemo, da dualni kvaternion reprezentira transformacijo stanja togega telesa, £e zanj
velja ‖Q‖ = 1. Na² cilj je poiskati tako krivuljo P : [t0, tn]→ S, da za dano zaporedje
parametrov (ti)ni=0 velja
P(ti) = Qi, i = 0, 1, . . . , n,
poleg tega, pa mora ²e za vsak t ∈ [t0, tn] veljati pogoj ‖P(t)‖ = 1. Krivuljo P :
[t0, tn]→ S zapi²emo po komponentah kot
P(t) =
(








in mora zado²£ati algebrai£nim ena£bam Studyjeve kvadrike. Ozna£imo z R[P]
realni del in z D[P] dualni del krivulje P. Pogoj enotskosti v prostoru dualnih
kvaternionov se prevede v dva lo£ena pogoja na komponente krivulje P, in sicer na
‖R[P(t)]‖2 = P1(t)2 + P2(t)2 + P3(t)2 + P4(t)2 = 1 (7.1)〈
R[P(t)],D[P(t)]
〉
= P1(t)P5(t) + P2(t)P6(t) + P3(t)P7(t) + P4(t)P8(t) = 0. (7.2)
Naj bo
X(t) = (X1(t), X2(t), X3(t), X4(t), X5(t), X6(t), X7(t), X8(t)) = (Xi(t))
8
i=1
interpolacijska krivulja v R8, dolo£ena kot re²itev interpolacijskega problema skozi
to£ke (Qi)ni=0 ∈ R8. To pomeni, da za krivuljo X velja
X(ti) = Qi ∈ R8,
kjer smo enotske dualne kvaternione identiﬁcirali z vektorji v R8. Ideja tega inter-
polacijskega postopka je, da najprej uporabimo klasi£ne interpolacijske postopke v
R8, nato pa uporabimo primerno projekcijo na mnogoterost S.
V splo²nem z znanimi interpolacijskimi shemami, ki smo jih podrobneje spoznali
v petem poglavju, dobimo krivuljo X v R8, ki pa ne izpolnjuje pogojev (7.1) in
(7.2). Iz predpisa Studyjeve kinemati£ne preslikave vemo, da za enotski dualni
kvaternion, ki predstavlja transformacijo stanja Q dolo£enega z rotacijskim delom
R in translacijskim delom D, velja
Q = R+ ε
2
DR.
Vidimo, da je realni del dualnega kvaterniona odvisen le od rotacije. e ºelimo vme-
snemu dualnemu kvaternionu X(t) ∈ R8 predpisati njegov najbliºji enotski dualni
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kvaternion, lahko posebej predpi²emo najbliºji enotski kvaternion za rotacijski del,
posebej pa poskrbimo ²e za uni£enje dualnega dela norme. e se posvetimo naj-
prej rotacijskemu delu, lahko prve ²tiri komponente krivulje X normiramo in s tem
zadostimo pogoju (7.1). Na krivuljo X lahko gledamo tudi na naslednji na£in. Za
vmesne parametre t ∈ [t0, tn], t ̸= ti, i = 0, . . . , n, je vmesni dualni kvaternion X(t),
ki ga za potrebe interpolacije identiﬁciramo s to£ko X(t) ∈ R8, oblike
X(t) = (R(t) +A(t)) + ε
2
(D(t)R(t) + B(t)).
Z A(t) ozna£imo odstopanje rotacijskega dela kvaterniona od enotske 3-sfere. To po-
meni, da £e uspemo najti "popravek"A(t), lahko za vmesne kvaternione predpi²emo
Rˆ(t) = R(t) − A(t) in s tem zadostimo pogoju (7.1). Z B(t) ozna£imo odstopanje
dualnega dela krivulje od Studyjeve kvadrike, saj ta del poskrbi za uni£enje du-
alnega dela norme. Ideja v ozadju je ta, da za primerno izbrane enotske dualne
kvaternione Qi in primerno izbrane parametre ti, krivulja X ne "pobegne" dale£
stran od Studyjeve kvadrike. V splo²nem to pomeni, da £eprav je norma vmesnih
dualnih kvaternionov X(t) dualno ²tevilo, je dualni del norme vselej majhen, £e so




Zato lahko za prve ²tiri komponente iskane krivulje P vzamemo
P1(t) =
X1(t)
‖(X1(t), X2(t), X3(t), X4(t))‖ ,
P2(t) =
X2(t)
‖(X1(t), X2(t), X3(t), X4(t))‖ ,
P3(t) =
X3(t)
‖(X1(t), X2(t), X3(t), X4(t))‖ ,
P4(t) =
X4(t)
‖(X1(t), X2(t), X3(t), X4(t))‖ .
Na ta na£in dobimo najbliºji enotski kvaternion rotacijskega dela P, saj je projek-
cija na S3 normalizacija kvaterniona. O£itno zadostimo pogoju
‖R[P(t)]‖2 = P 21 (t) + P 22 (t) + P 23 (t) + P 24 (t) = 1.
Poskrbeti moramo ²e za uni£enje dualnega dela norme. V splo²nem nam za bliºnje
enotske dualne kvaternione Qi zaradi zveznosti krivulja ne pobegne dale£ stran od
Studyjeve kvadrike. Ta pogoj se prepi²e v
〈R[X(t)],D[X(t)]〉 = X1(t)X5(t) +X2(t)X6(t) +X3(t)X7(t) +X4(t)X8(t) =: d(t),
kjer je d(ti) = 0 za i = 0, 1, . . . , n. Ob upo²tevanju dejstva, da z normalizacijo
realnega dela dualnega kvaterniona dobimo njemu najbliºji enotski kvaternion, lahko
pogoj (7.2) prepi²emo kot
〈R[P(t)],D[X(t)]〉 = P1(t)X5(t) + P2(t)X6(t) + P3(t)X7(t) + P4(t)X8(t) =: dˆ(t),
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kjer so Pi(t), i = 1, 2, 3, 4, normalizirane komponente R[X]. Izkaºe se, da je ob
dovolj lepih izbranih interpolacijskih to£kah, funkcija |dˆ(t)| zelo blizu 0 za vse para-
metre t ∈ [t0, tn]. Ustrezno moramo popraviti komponente D[X], tako da doseºemo
ortogonalnost dualnega dela na realni del krivulje. I²£emo take funkcije
αi : [t0, tn]→ R, i = 1, 2, 3, 4,
da bo za funkcije deﬁnirane s predpisi
P5(t) = X5(t) + α1(t),
P6(t) = X6(t) + α2(t),
P7(t) = X7(t) + α3(t),
P8(t) = X8(t) + α4(t)
veljalo
P1(t)P5(t) + P2(t)P6(t) + P3(t)P7(t) + P4(t)P8(t) = 0 (7.3)
in bo razlika
‖(X5(t), X6(t), X7(t), X8(t))− (P5(t), P6(t), P7(t), P8(t))‖2 =
= ‖D[X(t)]− D[P(t)]‖2 = ‖(α1(t), α2(t), α3(t), α4(t))‖2
minimalna. Vstavimo predpise za Pi(t), i = 5, 6, 7, 8, v ena£bo (7.3) in dobimo
P1(t)(X5(t) + α1(t)) + P2(t)(X6(t) + α2(t))
+P3(t)(X7(t) + α3(t)) + P4(t)(X8(t) + α4(t)) = 0.
e to ²e nekoliko razpi²emo, dobimo
P1(t)X5(t) + P2(t)X6(t) + P3(t)X7(t) + P4(t)X8(t)+
P1(t)α1(t) + P2(t)α2(t) + P3(t)α3(t) + P4(t)α4(t) = 0
oziroma
P1(t)α1(t) + P2(t)α2(t) + P3(t)α3(t) + P4(t)α4(t) = −dˆ(t),
kjer smo v zadnjem koraku upo²tevali, da velja
P1(t)X5(t) + P2(t)X6(t) + P3(t)X7(t) + P4(t)X8(t) = dˆ(t).
I²£emo tako vektorsko funkcijo α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t), α4(t)), da bo za vsak
t ∈ [t0, tn] veljalo(








Re²imo ta nedolo£en sistem in dobimo re²itve za popravke αi(t). e to re²imo
preko psevdoinverza dobimo ravno minimalno re²itev po normi ‖·‖2. Dobljena re²i-
tev α, re²i zgornji nedolo£en sistem in hkrati ima najmanj²o ‖α(t)‖2. Dobimo, da
za funkcije αi(t) velja
α1(t) = − dˆ(t)P1(t)‖R[P(t)]‖2 = −P1(t)dˆ(t),
α2(t) = − dˆ(t)P2(t)‖R[P(t)]‖2 = −P2(t)dˆ(t),
α3(t) = − dˆ(t)P3(t)‖R[P(t)]‖2 = −P3(t)dˆ(t),
α4(t) = − dˆ(t)P4(t)‖R[P(t)]‖2 = −P4(t)dˆ(t).
Ko enkrat imamo predpise za αi(t), lahko deﬁniramo popravljene komponente
dualnega dela s predpisi
P5(t) = X5(t) + α1(t) = X5(t)− dˆ(t)X1(t)‖R[X(t)]‖2 ,
P6(t) = X6(t) + α2(t) = X6(t)− dˆ(t)X2(t)‖R[X(t)]‖2 ,
P7(t) = X7(t) + α3(t) = X7(t)− dˆ(t)X3(t)‖R[X(t)]‖2 ,
P8(t) = X8(t) + α4(t) = X8(t)− dˆ(t)X4(t)‖R[X(t)]‖2 .
e pora£unamo skalarni produkt 〈R[P],D[P]〉 dobimo






















‖(X1(t), X2(t), X3(t), X4(t)‖2 dˆ(t) = dˆ(t)− dˆ(t) = 0.
Za krivuljo P o£itno velja, da je ‖P(t)‖ = 1, t ∈ [t0, tn] in kot zgoraj dokazano, da
je
P1(t)P5(t) + P2(t)P6(t) + P3(t)P7(t) + P4(t)P8(t) = 0.
Poleg tega, pa ²e velja P(ti) = Qi, saj pri parametrih ti interpoliramo enotske dualne
kvaternione, v le teh pa velja, da je dˆ(ti) = 0 in ‖R[X]‖ = 1. Ko vse komponente
zdruºimo in izrazimo s komponentami interpolacijske krivulje X v R8, dobimo za-
klju£eno obliko za interpolacijsko krivuljo na Studyjevi kvadriki, katera interpolira
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‖R[X(t)]‖ , X5 −
X1(t)dˆ(t)
‖R[X(t)]‖ ,
X6 − X2(t)dˆ(t)‖R[X(t)]‖ , X7 −
X3(t)dˆ(t)







X1(t)X5(t) +X2(t)X6(t) +X3(t)X7(t) +X4(t)X8(t)
‖R[X(t)]‖ .
Primer take interpolacijske krivulje si oglejmo na sliki 10. Pri tem opomnimo, da
splo²nost konstrukcije dopu²£a moºnost interpolacije kotnih in translacijskih hitrosti
s primernimi interpolacijskimi shemami v R8 in primerno transformacijo odvodov
krivulje gibanja v prostoru dualnih kvaternionov. Pri tem ºe sama izbira interpola-
cijskega postopka v R8 lahko mo£no vpliva na obliko krivulje.
Slika 10: Primer interpolacijske krivulje P dobljene z algebrai£no projekcijo.
7.3 Normalna projekcija
V prej²njem poglavju smo spoznali enostavno konstrukcijo algebrai£ne projekcije
na Studyjevo kvadriko, preko katere s poljubno izbiro interpolacijskega postopka v
R8 generiramo interpolacijsko krivuljo na S. Tokrat pa bomo ubrali nekoliko bolj
geometri£en pristop h konstrukciji interpolacijske krivulje, ki bo v celoti leºala na
Studyjevi kvadriki. Za opis postopka najprej potrebujemo ustrezno parametrizacijo
Studyjeve kvadrike. Preprosto jo lahko parametriziramo kar iz algebrai£nih ena£b, ki
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jo dolo£ajo. e dualni kvaternion Q = Q+ εP , katerega identiﬁciramo z vektorjem
(q˜, p˜) ∈ R8, leºi na S, potem za njegove komponente veljata zvezi:
‖q˜‖ = q20 + q21 + q22 + q23 = 1,
q˜ · p˜ = q0p0 + q1p1 + q2p2 + q3p3 = 0.
Iz algebrai£nih ena£b lahko deﬁniramo parametrizacijo kosa Studyjeve kvadrike S :
I ⊂ R6 → S podano s predpisom
S(q1, q2, q3, p1, p2, p3) =
(√
1− q21 − q22 − q23, q1, q2, q3,−
q1p1 + q2p2 + q3p3√
1− q21 − q22 − q23
, p1, p2, p3
)
.
To nam omogo£a, da s pomo£jo odvodov parametrizacije po mnoºici parametrov
{q1, q2, q3, p1, p2, p3} tvorimo bazo tangentnega prostora TPS, kjer je P to£ka na
Studyjevi kvadriki dolo£ena z vrednostjo parametrizacije S v (q1, q2, q3, p1, p2, p3).
Bazo tangentnega prostora dobimo z odvajanjem parametrizacije po parametrih






1− q21 − q22 − q23
, 1, 0, 0,
q1(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√
(1− q21 − q22 − q23)3
− p1√
1− q21 − q22 − q23








1− q21 − q22 − q23
, 0, 1, 0,
q2(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√
(1− q21 − q22 − q23)3
− p2√
1− q21 − q22 − q23








1− q21 − q22 − q23
, 0, 0, 1,
q3(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√
(1− q21 − q22 − q23)3
− p3√
1− q21 − q22 − q23







0, 0, 0, 0,− q1√
1− q21 − q22 − q23







0, 0, 0, 0,− q2√
1− q21 − q22 − q23







0, 0, 0, 0,− q3√
1− q21 − q22 − q23
, 0, 0, 1
)
.
Na tem mestu posebej poudarimo odvisnost baze tangentnega prostora od izbire
to£ke P ∈ S. Ti vektorji nam dolo£ajo bazo 6-dimenzionalnega tangentnega pro-
stora TPS. Prostor R8 lahko zapi²emo kot direktno vsoto R8 = TPS ⊕NPS, kjer je
NPS normalni prostor Studyjeve kvadrike v to£ki P. Iz dimenzije baze tangentnega
prostora ugotovimo, da je normalni prostor dvodimenzionalen. Na²a naloga je poi-
skati primerno bazo normalnega prostora, saj bomo iz tega prostora iskali vektorje,
s katerimi se bomo iz Studyjeve kvadrike povzpeli do interpolacijske krivulje v R8.
Osnovna ideja pri konstrukciji interpolacijske krivulje je naslednja. Naj bo
X(t) = (X1(t), X2(t), X3(t), X4(t), X5(t), X6(t), X7(t), X8(t)) , t ∈ [a, b],
krivulja v R8. elimo poiskati krivuljo na Studyjevi kvadriki, ki bo £im bliºje krivulji
X. Ideja je, da lahko vsako to£ko na krivulji X zapi²emo v obliki
X(t) = P(t) + αN1(t) + βN2(t), Ni(t) ∈ NP(t)S, i = 1, 2.
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elimo poiskati to£ko na Studyjevi kvadriki, s katero se lahko z minimalnim premi-
kom skozi normalni prostor povzpnemo vse do krivulje X. Vsako to£ko na parame-
triziranem delu Studyjeve kvadrike lahko zapi²emo s pomo£jo parametrizacije S za
neke vrednosti parametrov (q1, q2, q3, p1, p2, p3). Na²a naloga je poiskati te parame-
tre, ter skalarja α in β, da bo vi²ina vzpona do krivulje X minimalna. Za konstruk-
cijo nelinearnega sistema ena£b potrebujemo ²e predpisa za vektorja N1(q),N2(q),
kjer smo posebej izpostavili odvisnost baze normalnega prostora od to£ke S(q) ∈ S.











j : I ⊂ R6 → R, i = 1, 2,
funkcije odvisne od vektorja parametrov q = (q1, q2, q3, p1, p2, p3). Zapi²imo iskano
bazo normalnega prostora izraºeno s pomo£jo omenjenih funkcij kot
N1(q) = (a11, a12, a13, a14, b11, b12, b13, b14)
N2(q) = (a21, a22, a23, a24, b21, b22, b23, b24),
kjer smo zaradi preglednosti zapisa opustili odvisnost komponentnih funkcij od vek-









= 0, i = 1, 2, j = 1, . . . , 6.
Prvi pogoj bo sledil iz same konstrukcije normalnega prostora, zato se zaenkrat







1− q21 − q22 − q23
+ a12 +
b11q1(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√









1− q21 − q22 − q23
+ a13 +
b11q2(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√









1− q21 − q22 − q23
+ a14 +
b11q3(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√



































1− q21 − q22 − q23
+ a22 +
b12q1(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√









1− q21 − q22 − q23
+ a23 +
b12q2(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√









1− q21 − q22 − q23
+ a24 +
b12q3(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√

























1− q21 − q22 − q23
+ b24. (7.15)
Iz ena£b (7.7), (7.8), (7.9) ter (7.13), (7.14), (7.15) lahko izrazimo predpise za funk-

















1− q21 − q22 − q23
.
Vidimo, da so enoli£no dolo£ene z vrednostmi bi1(q), i = 1, 2. Za konstrukcijo
projekcije bomo izbrali funkciji b11(q) = 1, b
2
1(q) = −1. Podobno to storimo tudi
za funkcije aij(q), i = 1, 2 j = 1, 2, 3, 4, le da v tem primeru izberemo a
1
1(q) =
−1, a21(q) = 1. Preostale izrazimo iz ostalih ena£b. Dobimo
ai2(q) =
q1√
1− q21 − q22 − q23
+
(−1)i−1q1(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√
(1− q21 − q22 − q23)3
− (−1)
ip1√




1− q21 − q22 − q23
+
(−1)i−1q2(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√
(1− q21 − q22 − q23)3
− (−1)
ip2√




1− q21 − q22 − q23
+
(−1)i−1q3(−p1q1 − p2q2 − p3q3)√
(1− q21 − q22 − q23)3
− (−1)
ip3√
1− q21 − q22 − q23
.



































, i = 1, 2.
Sestavimo sedaj potreben sistem nelinearnih ena£b, kateri nam bo implicitno dolo£al
predpis za normalno projekcijo F : R8 → S, ki poljubni to£ki Q ∈ R8 priredi
element Studyjeve kvadrike. Naj bo X dana interpolacijska krivulja v R8. elimo
poiskati preslikavo F : R → S, tako da bo veljalo F(X(t)) ∈ S, t ∈ [t0, tn]. V
na²em primeru ºelimo poiskati preslikavo q(t) = (q1(t), q2(t), q3(t), p1(t), p2(t), p3(t))
in skalarni funkciji α(t), β(t) ∈ R, t ∈ [t0, tn], da bo veljalo
X(t) = S(q(t)) + α(t)N1(q(t)) + β(t)N2(q(t)), S(q(t)) = P(t) ∈ S.


















































































pri £emer smo za enostavnej²i zapis uvedli oznaki
Ωq =
√
1− q21 − q22 − q23 in ∆q = −p1q1 − p2q2 − p3q3.
S primerno numeri£no metodo za vsak £as t re²imo ta nelinearen sistem iterativno
in dobimo krivuljo gibanja na Studyjevi kvadriki. Za izbiro za£etne to£ke vselej
izberemo to£ko X(t). al pa nelinearen sistem ena£b dolo£en s parametrizacijo S
nima analiti£ne re²itve, kar pomeni, da tokrat ne moremo zapisati krivulje gibanja
v zaklju£eni obliki kot v primeru algebrai£ne projekcije in je zato tudi ra£unsko
zahtevnej²i. Geometri£no si lahko opisan postopek predstavljamo kot je prikazano
na sliki 11.
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Slika 11: Geometri£ni opis nelinearne projekcije.
Trditev 7.2. Krivulja P = S(q(t)), izraºena kot re²itev nelinearnega sistema ena£b
X(t) = P(t) + α(t)N1(q(t)) + β(t)N2(q(t)), (7.16)
leºi v celoti na Studyjevi kvadriki S, pri £emer i²£emo funkciji α(t), β(t) in funkcijo
t ↦→ q(t), da bo enakost (7.16) izpolnjena za vse t ∈ [t0, tn].
Izpeljimo ²e alternativno konstrukcijo normalne projekcije na S. Kot alterna-
tivo standardni parametrizaciji prek algebrai£nih ena£b si oglejmo parametrizacijo
izpeljano preko stereografske projekcije sfere S3. Spomnimo se, da lahko S3 para-
metriziramo kot
(q0, q1, q2) ↦→
(
2q0
































Izpeljati moramo ²e potrebne pogoje na dualni del Studyjeve kvadrike. e ska-
larno pomnoºimo zgornjo parametrizacijo z zaenkrat neznano vektorsko funkcijo
(p0, p1, p2, p3) dobimo pogoj
2q0p0

































































Z nekaj preoblikovanja dobimo


















































Bazo tangentnega prostora dobimo z odvajanjem parametrizacije S∗ po parametrih
q = (q0, q1, q2, p0, p1, p2). Vpeljimo naslednji oznaki
℧q := (1 + q20 + q21 + q22)2,
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Tokrat bomo bazo normalnega prostora NQS iskali s pomo£jo raz²irjenega QR raz-
















































































































S primerno numeri£no metodo lahko zdaj za vsak £as t re²imo pripadajo£ nelinearni
sistem oblike
X(t) = S∗(q(t)) + α(t)N1(q(t)) + β(t)N2(q(t)).
Za za£etni pribliºek vselej izberemo vrednost interpolacijske krivulje X(t).
Opomba 7.3. S pomo£jo parametrizacije S∗ lahko v praksi podamo zahtevnej²e
interpolacijske pogoje pri konstrukciji krivulje gibanja, kar izvira iz zaloge vre-
dnosti parametrizacije, saj z njo parametriziramo ve£ji del Studyjeve kvadrike kot
s standardno parametrizacijo S. V splo²nem lahko za poljubno parametrizacijo
S : I → S, I ⊂ R6, dobimo nelinearen sistem ena£b, kateri dolo£a interpolacijsko
krivuljo na Studyjevi kvadriki.
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8 Primeri interpolacijskih krivulj v DH
8.1 Newtonova interpolacija
Posplo²imo Newtonovo interpolacijsko shemo na modelni prostor R8. Z uporabo
projekcij deﬁniranih v prej²njih razdelkih tega poglavja bomo izpeljali dve preprosti
interpolacijski shemi v prostoru enotskih dualnih kvaternionov. Eksplicitno bomo
zapisali predpis za interpolacijsko krivuljo in si na razli£nih primerih ogledali od-
visnost izbire projekcije in interpolacijske sheme v R8. Spomnimo se na Newtonov
zapis interpolacijskega polinoma v R8. Naj bosta (xi)ni=0 , (ti)
n
i=0 zaporedji to£k in
parametrov. Polinomska krivulja, ki interpolira to£ke (xi)
n
i=0 pri parametrih (ti)
n
i=0




(t− t0)(t− t1) · · · (t− ti−1)[t0, . . . , ti](xj)ij=0.
Izkoristimo zgornji zapis za izpeljavo interpolacijske sheme s pomo£jo prej deﬁnirane
projekcije F.
Primer 8.1. Naj bo D ⊂ R3 togo telo in (Ri)ni=0 zaporedje rotacijskih matrik, ki
dolo£ajo bazo E3(ti) na mnoºici parametrov t = (ti)ni=0. Naj bodo (di)ni=0 to£ke v
ﬁksnem koordinatnem prostoru, ki dolo£ajo poloºaje referen£ne to£ke p ∈ D to-
gega telesa ob parametrih ti, i = 0, 1, . . . , n. Konstruirajmo interpolacijsko krivuljo
na Studyjevi kvadriki, ki interpolira to gibanje. Najprej s pomo£jo kinemati£ne
preslikave pretvorimo rotacijske matrike v enotske kvaternione. Gre za preslikavo
Φ : SO(3)→ He, Ri ↦→ Ri ∈ He.
Zaporedje (di)ni=0 vloºimo v prostor kvaternionov s standardno vloºitvijo
di ↦→ (0,di) = Di ∈ H.
Vloºeni zaporedji preslikamo s Studyjevo kinemati£no preslikavo podano s predpi-
som
Θ : H×H→ S, (Ri,Di) ↦→ Ri + ε
2
DiRi =: Xi ∈ S.
Dobimo zaporedje enotskih dualnih kvaternionov (Xi)
n
i=0 in parametrov (ti)
n
i=0. Zdaj
lahko z uporabo standardne Newtonove interpolacijske sheme konstruiramo inter-
polacijsko krivuljo X, za katero bo veljalo
X(ti) = Xi, i = 0, 1, . . . , n.
Za to krivuljo, razen na mnoºici parametrov t, v splo²nem velja X(t) ̸∈ S. Poskrbeti
moramo za primerno zvezno projiciranje iz prostora R8 na mnogoterost S. Z upo-
rabo normalne projekcije, dolo£ene z nelinearnim sistemom (7.16) dobimo krivuljo
F(X(t)) ∈ S.
Zgornjo osnovo lahko uporabimo tudi v primeru uporabe algebrai£ne projekcije
deﬁnirane v razdelku 7.2. V tem primeru lahko izpeljemo tudi eksplicitno obliko




(t− t0)(t− t1) · · · (t− ti−1)[t0, . . . , ti] (Xj)ij=0 ,
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za katero po konstrukciji velja X(ti) = Xi. Na sliki 12 si lahko ogledamo primer
krivulje gibanja, kjer je osnovna polinomska krivulja R8 konstruirana z Newtonovo
interpolacijsko shemo.
Slika 12: Primer Newtonove interpolacije.
8.2 Bézierjeve krivulje
Oglejmo si ²e konstrukcijo krivulje gibanja s pomo£jo Bézierjevih krivulj v R8. Re-
²ujemo analogen interpolacijski problem, kjer ºelimo interpolirati zaporedje enotskih
dualnih kvaternionov podano s predpisi
Qi = Ri + ε
2
DiRi ∈ S,
kjer dualne kvaternione za potrebe interpolacije interpretiramo kot to£ke v R8. Te
to£ke ustrezajo Bézierjevim kontrolnim to£kam v evklidskem prostoru R8. Tvorimo
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Slika 13: Primer Bézierjeve krivulje projicirane z algebrai£no projekcijo.






i (t), t ∈ [0, 1].
Po konstrukciji krivulja leºi v prostoru R8, interpoliramo pa le robni vrednosti
X(0) = Q0 in X(1) = Qn ∈ S. S pomo£jo algebrai£ne projekcije lahko zapi²emo
predpis za zaklju£eno interpolacijsko krivuljo v prostoru dualnih kvaternionov. Po
konstrukciji sledi, da je krivulja Xˆ v celoti vsebovana na Studyjevi kvadriki. Primer
tak²ne krivulje je predstavljen na sliki 13, kjer je opaziti razliko med Bézierjevo krivu-
ljo v R3 dolo£eno s kontrolnimi to£kami translacijskega dela in translacijskim delom
krivulje gibanja. Na ta na£in smo konstruirali eksplicitno interpolacijsko shemo v S
z uporabo Bézierjevih interpolacijskih shem v R8. Vse kar smo potrebovali je zapo-
redje enotskih dualnih kvaternionov, ki v tem primeru sluºijo kot kontrolni dualni
kvaternioni.
Primer 8.2. Na primeru si oglejmo projicirano Bézierjevo krivuljo na Studyjevo
kvadriko, dobljene prek algebrai£ne projekcije. Rezultat je viden na sliki 14, kjer
je razvidna tudi primerjava z Bézierjevo krivuljo dolo£eno s kontrolnimi to£kami
translacijskega dela gibanja.
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Slika 14: Krivulja P(t) in primerjava z Bézierjevo krivuljo na kontrolnih to£kah di.
8.3 Primeri zlepkov v prostoru dualnih kvaternionov
V tem poglavju bomo na kratko orisali interpolacijske postopke za konstrukcijo zlep-
kov v prostoru dualnih kvaternionov. Poudarek bo na primerih, kjer si bomo lahko
ogledali direktno primerjavo med izpeljanima metodama tj. algebrai£no in normalno
projekcijo. Presenetljivo se izkaºe, da sta si dobljeni krivulj dobljeni preko obeh pro-
jekcij zelo blizu.
S pomo£jo projekcij iz podpoglavij 7.2 in 7.3 bomo skonstruirali nekaj prepro-
stih primerov projiciranih interpolacijskih zlepkov na Studyjevo kvadriko. Tokrat
si oglejmo interpolacijski problem, kjer poleg pozicij ºelimo interpolirati ²e kotno
in translacijsko hitrost izhodi²£a. Poi²£imo tak²no krivuljo Γ : [t0, t2n+1] → S, za
katero naj na zaporedju parametrov
t0 = t1 < t2 = t3 < · · · < t2n = t2n+1
velja
Γ(t2i) = Qi, i = 0, 1, . . . , n,
Γ˙(t2i+1) = Q˙i, i = 0, 1, . . . , n.
Na danih zaporedjih (Qi)ni=0 in (Q˙i)
n
i=0 konstruiramo kubi£ni zlepek Γˆ, da zanj velja
Γˆ(ti) = Qi, Γ˙(ti) = Q˙i, i = 0, 1, . . . , n.
V splo²nem tak zlepek ne leºi na Studyjevi kvadriki, zato se moremo posluºiti pri-
mernih projekcij, da dobimo iskano krivuljo gibanja.
8.3.1 Normalna projekcija kubi£nega zlepka
S pomo£jo preslikave F : R8 → S zlepek Γˆ projiciramo na Studyjevo kvadriko.
Projicirano krivuljo Γ : [t0, tn]→ S deﬁniramo preko implicitno podane projekcije s
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Slika 15: Kubi£ni zlepek projiciran z normalno projekcijo.
predpisom
Γ(t) = F(Γˆ(t)), t ∈ [t0, t2n+1].
Po lastnostih preslikave F o£itno velja Γ(t) ∈ S, t ∈ [t0, t2n+1], interpolacijski pogoji
pa so torej izpolnjeni. Primer uporabe tega postopka si lahko ogledamo na sliki 15.
8.3.2 Algebrai£na projekcija kubi£nega zlepka
Naslednja metoda je uporaba algebrai£ne projekcije deﬁnirane v podpoglavju 7.2.
Kakor prej deﬁniramo interpolacijski zlepek v R8 skozi zaporedje (Q)ni=0 ∈ S. Upo-
rabimo projekcijo P : R8 → S in dobimo interpolacijsko krivuljo v zaklju£eni obliki
na Studyjevi kvadriki. Na sliki 16 je prikazana uporaba algebrai£ne projekcije. Na
projiciranem kubi£nem zlepku smo interpolirali to£ke iz modelnega primera, pri £e-
mer smo nekoliko spremenili kote rotacij zaradi enostavnej²ega prikaza na sliki.
Primer 8.3. Za zaklju£ek si oglejmo primerjavo med interpolacijskima postopkoma
deﬁniranima v podpoglavjih 7.2 in 7.3. Vidimo, da sta si algebrai£na in normalna
projekcija v obeh primerih zelo blizu. Na sliki 17 si lahko ogledamo primerjavo med
projiciranima krivuljama v primeru izbire interpolacijskega zlepka v R8, na sliki 18
pa primerjavo na Newtonovem interpolacijskem polinomu.
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Slika 16: Kubi£ni zlepek projiciran z algebrai£no projekcijo.
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Slika 17: Primerjava projiciranih krivulj - Zlepek.
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